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の育成のために、数学的リテラシーを学校教育や
学校数学において具体化していく数学授業及び、
その研究が求められているからでもある（清水, 

2008.）８）。

2　数学学習における図の使用の効果と課題
数学の抽象性や形式性による生徒たちの理解の
つまずきを克服する目的で、図が言葉とともに使
用される場合がある。中原（2005）９）は図的表現
を分類し、その活用原理を示している。生徒の数
学的な理解のための図の表現、その表現方法の効
果や有用性を明らかにしている。一方、課題とし
て、中原はまた、図的表現は形相性、視覚性に富
むことから、何らかの準備も必要であることも指
摘している。ビショップ（1989）10）もまた、図的
表現は多くの情報を含んでいるため、生徒たちが
図を理解し、活用するためには「視覚的処理能力」
「図的情報の解釈」が重要になることを指摘して
いる。
このように、図的表現における他者の解釈は一
様でないため、図を用いた生徒や教師の説明は数
学的な理解を促進する目的で、使用されたとして
も、ある生徒にとっては別の意味に捉えられ、数
学的な誤概念となることも予想される。どんな図
がいつ、どのように媒介すると生徒たちの数学的
な理解につながっていくのかを検討することは、
意義のあることといえよう。

3　数学的な考え方と図の役割
図を数学的な理解の共有ツールとして、図の生

Ⅰ　はじめに　
1　数学学習の捉え方
近年、数学学習を個人の内的な成長と捉えるだ
けでなく、社会構成主義の立場からその発達を捉
えようとする研究が見られる（e.g.Cobb et al., 

1992.１）;Cobb,2006.２）; Sfard,2006.３））。スファー
ドは、学習を個人のディスコース（discourse）
の変容と捉え、数学を人が行っているコミュニ
ケーションの一つの型としている（Sfard,2006.; 
2008.４））。ディスコースとは、「談話」「言説」な
どの和訳が存在するが、本稿では「談話」と表記
して、その意味をコミュニケーションの一つの形
式とする「ひとまとまりの言葉」と定義しておく。
この定義は、数学学習とは、学習対象となる数学
を正当化していく文脈のディスコースへの参加と
するスファードの数学学習観を表すことができる
と筆者が考えたからである。また、スファードは、
数学が言葉だけでなく、数学的な記号や視覚的媒
介物からも正当化されることから、数学談話の発
達を、例えば図や表などからも捉える必要性を指
摘する（Sfard,2008.;2012.５））。これは、社会文
化的側面における談話やそこで用いられる道具に
よって学習は支援されるという学習の捉え方とも
いえる（Cobb,2002.６）;2006.）。このような数学
学習の研究が盛んとなっている背景は、近年の数
学学習において、既有の知識を持ち合わせ、それ
らを学習課題解決のために集団で議論し、相互作
用を通して新たな知識を創造していく学習が必要
とされるからである（Bereiter&Scradamalia,2010.）７）。
また、これからの知識基盤社会を生きていく市民
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授業は 5時間分である。
事例対象とした学校は、日常的に協働的な学習
を進めており、参与期間においてもクラス内で、
小グループによる話し合い活動などが盛んに行わ
れていた。対象としたクラスはホームルームクラ
スを、出席番号順に半数に分けた少人数クラス
20 名（女子 10 名、男子 10 名）である。指導教
諭は教職歴 20 年以上の数学教師である。
調査方法として、授業中、ビデオカメラを窓側
前方と後方に1台ずつ置き、ホワイトボード（WB）
の記述と生徒の発話の様子を、映像として記録し
た。また、小グループの話し合い時に、1グルー
プ 4名の 5グループに各 1台の割合で ICレコー
ダーを置き、全グループ記録した。教師に ICレ
コーダーを小マイクで付け、音声として授業後の
教師インタビューも記録した。生徒たちの使用し
たプリント及びノートの複写をして、生徒たちの
記述を採取した。
分析手段として、ビデオテープ及び ICレコー
ダーの記録、フィールドノーツ、生徒のノートと
プリントの複写から毎時間ごとに解釈を修正しな
がら、中心となる理論的なカテゴリーを導出した。
これと、生徒たちと教師の発話データをコード化
したものと照らし合わせて、教室談話分析を行っ
た 12）（以下、表中の発話の前の番号は発話コード
番号を表す）。

2　極限の考え方とグラフや図の関係
本事例では、抽象性の高い学習内容である「極
限」13）を用いて、課題解決に至った事例を取り
上げる。
「極限」とは、「関数 y＝ f（x）において、xの
値を限りなくある値に近づけていくと、f（x）の
値が一定の値に近づく場合に、その近づく値を極
限値という数学的な考え方である。（図 1）は、
ある曲線のグラフ上の異なる 2点をとって出来る
線分 ABは、グラフ上では、傾きと呼ばれている
ものを示している。（図 2）は、点 Aを固定して
点 Bを点 Aに限りなく近づけていく。その時、
現れるであろう線分 ABは点 Aとただ 1 点で交
わる線の傾きを表すことを示している。この近づ
くであろう傾きの値を極限値（点 Aにおける微

成からその過程を描いた研究が存在する。河野
（2007）11）は、算数学習を対象事例として、日常
のある現象（事例では、あるマスの目盛りをかさ
水量）に見立てた図が、子どもたちの共通理解の
基になっていることを指摘している。図が相互交
渉の媒体として機能し、学習課題解決に至る知識
構築の過程を描いている。そこでは、教師の意図
した図ではなく、子どもたちの描いた図が、子ど
もたち同士の足場かけによって、数学的な理解の
共有ツールとなることを図の理解過程の観点から
明らかにしている。一方、この研究対象となる学
習は算数の概念であり、抽象性の高い数学を対象
とした知見とは異なる。なぜなら、先の事例では、
ある程度、正確に算数の数量や数式の概念を、図
によって置き換えることが可能であることが、前
提となっているからである。しかし、抽象的な概
念を扱うことの多い中学校以上の数学学習におい
て、極限概念などは、動的、観念上の概念を数学
的に合理化する。そのため、極限概念はグラフや
図に表象できない場合、あるいは逆にグラフや図
に表象すると正確な極限概念の表象にならない場
合がある。従って、河野の算数学習で描いた図の
役割を中学校以上の数学学習の教室で捉えていく
ことが課題といえそうである。学習内容を正の数
のみを扱う算数学習から、実数に数を拡張し、曲
線を解析する学習に広げることや中学校以上のク
ラスを対象として、生徒が数学的な考え方の理解
をするための図の役割を探る課題が残されている
といえる。
そこで、本稿では中学校における数学の課題解
決過程で生徒の描く図が、談話の中で数学的な考
え方の理解にどのような役割を果たしているかを
検討することを目的とする。方法としては、数学
の「極限」内容を扱った関数授業の参与観察を行
い、その記録を分析する。

Ⅱ　事例の概要
1　対象としたクラスの概要と調査方法
授業参与したクラスは、某中等教育学校第 3学
年（中学校第 3学年段階）クラスである。学習内
容は、数学科関数領域における授業であり、参与
期間約 4ヶ月間延べ 20 時間の内、本事例となる
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は、算数学習における具体のある「平均」と数学
学習における抽象のある「極限」の違いといえる。

3　学習課題の説明
本事例では、「極限」（以下本稿では、限りなく
小さくする事例を扱うことから「無限小」15）と
示す）の考え方を用いて課題を解決することをね
らって、教師は学習課題を提示する。その課題と
は「日常生活で見られるパラボラアンテナの反射
の仕組みである光線が反射して一点に集まること
を二次関数の学習内容にモデル化して、数学的に
反射の仕組みを説明すること」であった。二次関
数の曲線に反射する際に、基準となる直線を導く
ために「無限小」の考え方を用い、課題解決を通
して、この抽象的な数学の考え方の理解を促す教
師のねらいがあった（図 316）参照）。
そこで教師は、以下のような映像を生徒に見せ
て、反射の様子を関数のグラフに描くように伝え、
学習課題解決の糸口を生徒たちに掴ませようとし
た（図 4参照）。
その後、生徒たちは様々な図を用いながら、協
働的にクラスで話し合い、学習課題解決の糸口を
見出し、課題解決に向かっていく。
（表 1、表 2を参照）分の値）というのである。 

つまり、（図 1）の線分は視覚化されているの
であるが、（図 2）の線は本来的には視覚化でき
ない。なぜなら、「極限」とは、あるいは「限り
なく近づけていく」とは観念上の考え方といえる
ので、限りなく近づく動的な物事は正確には視覚
化ができないからである。ここが数学概念として
の抽象性といえる。
（図 1）の「平均」とは操作的、物理的な現象を
数学的な手法で別に表したものである。それは、
日常にある現象をそのまま表象しているといえる。
しかし、（図 2）の「極限」は「平均」を数学的、
合理的に概念化し、数学を用いて創り上げた数学
的な考え方である。それは、現象を動かしていく
動的、プロセス的なものの結果を予想した概念と
いえる。従って、「平均」と「極限」では、数学的
な段階として異なる概念である（デボラ・ヒュー
ズ＝ハレット他、訳永橋、2010）14）。このような数
学的に扱う概念の違いが、学習内容として日本で

図 3：教師の無限小を活用した解決のイメージ図

図 214）：極限の考え方

図 114）：平均の考え方

図 4：パラボラアンテナの反射映像とグラフ用紙
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表 1：学習課題解決に向かう教室談話と図の変容
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表 2：学習課題解決のきっかけとなる教室談話と図の変容
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図は「無限小」を表象するために、小円を描き円
内の線分をゼロに近づけたプロセスと結果を同時
に表象する図として、Mkくんは理解したといえ
る。それは、Mkくんの談話の変容（表2、場面7,072
から場面 8,084）である図の修正から考え方の修
正を行ったことに見てとれる。そして、Nmくん
もMkくんに同意した談話に変容させたことか
ら、理解したといえる（表 2、場面 8,085 から
089）。一方、Mtさんの描いた図Mtは、どんな
に小円を描き円内の線分をゼロに近づけたとして
も、反射の交点が一点に集まる図は表象できない
ことを示している。パラボラアンテナに反射した
光線が一点に集まるという現実の事象の仕組み
を、「無限小」の考え方を用いてグラフに表現す
ることが困難であることをMtさんは感じていた
といえる。
本事例において、現実の事象と「無限小」の考
え方を用いたグラフ図による表象のそれぞれの矛
盾に気づくことが、すなわち「無限小」の理解と
いえる。この教室においては、MkくんとMtさ
んともにお互い自分自身の最後に描いた図Mk2、
図Mtに対して納得している。つまり、自分の描
いた図が、表象として矛盾が生じていることを理
解している（Mkくん :表 2、場面 8,086;場面
9,092;Mtさん :場面 9,096 より）ので、「無限小」
の理解につながったといえる。
ここには、「無限小」の考え方は図による表象が

正確には困難であることと図Mk2 に対して、数学
的に抽象性の高い概念のプロセスと結果を同時に
表象する図としての意味理解があったので、「無限
小」の理解に至ったといえる。本来、人間の操作
活動や視覚化できない「無限小」の考え方を図に
よって表象し、かつその表象は生徒たち個々によっ
て異なるにもかかわらず、課題解決のために、そ
の考え方の理解ができたのである。これは、生徒
たちが図を「無限小」の考え方を表象するものと
して捉えたのではなく、抽象性の高い概念は、図
では正確に表象できないことを、まず理解できた
からといえる。つまり、本事例においては、生徒
たちの中で、図による表象が正確には困難である
という図の意味理解が行なわれ、そこから「無限小」
という旧来からの数学で構築されている数学的な

Ⅲ　事例の考察
1　図が媒介した学習過程
スファードの数学学習の概念では、思考とはコ
ミュニケーションであり、そのコミュニケーショ
ンすなわち、数学談話に参加することが数学学習
である。数学学習では、数学コミュニティーのメ
ンバーになることが求められる。また、数学的な
理解を数学談話の発達と捉え、その発達は談話の
変化としている（Sfard,2008.;2012.）。本事例の
対象とした教室においては、生徒たちが、図を媒
介として数学コミュニティーのメンバーとなり、
数学談話が発達して課題解決のきっかけを掴んだ
といえる。それは、特に（表 1、場面 4）では小
円を描く理由や（表 2、場面 9）での小円をさら
に小さくする理由をクラス全体で議論すること
で、生徒たちは数学談話のメンバーになっていっ
たといえる。談話発達において、本事例では、二
つの図の役割が存在する。一つは、「無限小」の
考え方の創出を支援する役割である。学習課題解
決のために、生徒個々が表出する図は様々である
が、ある生徒の描いた図をもとに、他の生徒たち
がその図に書き加え、話し合うことで、数学的な
考え方を修正し、課題解決の方策として「無限小」
の考え方が創出された。そこには、二本の線を同
一図に示すことによって「無限小」の考え方全体
を図が表象した（表 1、場面 4の図Mk+）。その
図が、生徒個々の持っている課題解決のためのイ
メージを集約したといえる。つまり、図が数学談
話による他者との相互作用において媒介したこと
で、課題解決のための考え方が集約されるプロセ
スがそのまま「無限小」の創出のプロセスとなっ
ていたといえる。
もう一つは、数学的な考え方が本人だけでなく、
他者にも理解され、数学的な考え方が伝わること
を支援する役割である。つまり、数学的には正確
に図に表すことができない「無限小」を、本人が
理解するだけでなく、他者にも理解してもらい、
伝えるための役割である。
本来、「無限小」の考え方を表象すると、小円
や円内の線分は視覚化された状態では存在しな
い。図Mk2 は、「無限小」の考え方を正確に表象
できていない矛盾のある図である。しかし、この
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考え方の理解になったといえる 17）。
本事例では、現実の事象としても、数学的な考え

方としても同時には、正確に表象することができな
い図が、数学学習における談話の中で、生徒たちの
相互作用に媒介することで、数学的に抽象性の高い
概念の創出やその理解を支援する役割が示せた。

Ⅳ　おわりに
この教室では、生徒たちの個々に描く図の操作
活動や他者の図の作成方法や操作活動を比較し、
現実の事象の映像を観ることで、数学的な考え方
を表象する図の刷新や更新が存在した。生徒たち
はお互いに、図が媒介する談話を通して、「無限小」
の創出及び、その考え方を理解したといえる。
事象や考え方を正確には表象できない図には、
生徒たちの操作活動や体験を通した図そのものの
意味理解を支援する役割があった。つまり、数学
的に抽象性の高い概念の創出と理解を促進する学
習過程では、図が表出した場合、生徒たちが正確
には表象困難な図を操作し、出来上がった個々の
図を見比べ説明することで、抽象性の高い概念理
解が支援されるといえる。
本事例で、生徒たちが導き出した「無限小」の
考え方は、対象としたクラスにとって日本の学習
課程では、高等学校以上で学習する発展的な内容
である 18）。しかし、図の媒介の仕方によっては、
抽象性の高い概念を創出し、生徒たちはその考え
方を理解することが明らかになった。一方、そこ
には既有知識との関係、つまり対象とする学年や
それまでの学習との関係を検討するための事例の
蓄積の必要があるといえる。それによって、事象
や概念を正確には表象できない図の役割がより精
緻に捉えられ、この教室以外にも一般化されると
考える。これを今後の研究課題としたい。
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