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要約
この論文の目的は Tsirel’son, Yor の結果を応用することにより, 強解にならな
い分布解をもつ確率微分方程式の例を豊富にすることである.

この論文は以下のように構成されている. 第 1 章では Tsirel’son の方程式につ
いて述べる. 1.1 節で汎関数型確率微分方程式の定義をし, 1.2 節で Tsirel’son の
方程式を紹介する. 1.3 節では Tsirel’son の方程式を２次元に拡張した. 1.4 節に
は Tsirel’son の方程式の本質であるYor の結果を紹介する. 第 2 章では 1.4 節で
紹介したTsirel’son - Yor の方程式の一般化について述べた. 2.1 節で方程式の拡
張の定義を行い, その設定でも 1.4 節と同様の結果が得られることを 2.2 節から
2.4 節までに示した. 2.5 節はそれまでの議論を連続型の方程式に応用する例を挙
げている.
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1 Tsirel’son 方程式

1.1 汎関数型確率微分方程式

W N = C([0,∞); RN) すなわち [0,∞) で定義されRN に値をとる連続関数全
体とする.

汎関数型確率微分方程式,

Xt = X0 +

∫ t

0

σ(s,X.) dBs +

∫ t

0

b(s,X.) ds (1)

について考える.ここで σ, b は,

σ : [0, T ]×W N → RN ⊗Rm

b : [0, T ]×W N → RN

で,それぞれ B(W N) 発展的可測とする.

定義 1 (弱解,強解) ある確率空間 (Ω,F, P ) とその空間上のフィルトレーション
Ft と Ft-ブラウン運動 Bt があって,
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(i) Xt は Ft に適合した連続確率過程であり, σ(t,X.), b(t,X.) は発展的可測で,

P

(∫ T

0

{‖σ(t,X.)‖2 + |b(t,X.)|2} dt < ∞
)

= 1 (2)

ただし ‖σ‖2 := tr(σ∗σ)

(ii) P ((1)がすべての t で成り立つ) = 1

であるとき (Xt, Bt), (Ω,F, P ; Ft) は (1)の分布解であるという.さらに,

(iii) X. がブラウン運動の軌道 B. の可測関数として表せる, すなわち FX
t ⊂ FB

t

も成り立つとき (Xt, Bt) は (1)の強解であるという.

1.2 Tsirel’son 方程式

Tsirel’son[T] は強解ではない弱解を持つ確率微分方程式の例として次のような
ものを考えた. k ∈ −N に対し tk > 0, tk−1 < tk, tk → 0 (k → −∞) である
ような数列 {tk; k ∈ −N} を用意して, X ∈ W 1 に対し,

A(t,X·) =
∑

k∈−N
κ

(
X(tk)−X(tk−1)

tk − tk−1

)
1[tk, tk+1)(t) (3)

とおく.ただし κ(x) は x の小数部分を表すものとする.このとき,

定理 1 ([T, Theorem.])

dXt = A(t,X·)dt + dBt, X0 = 0 (4)

は強解を持たない.

Tsirel’son[T] はその証明の中でR/Z における離散時間確率微分方程式,

ηk − ηk−1 = ξk, k ∈ −N (5)

を定義した.ここで独立な σ-fieldの列 {Ak} と R/Z-値 Ak-可測確率変数 ξk が
与えられていて ηk が未知変数である. (5)の強解とは R/Z-値確率変数の列 {ηk}
で Fk = ∨{Al;−∞ < l 5 k} としたとき Fk-可測でかつ (5) を満たすものである.

定理の証明のための補題をあげておく.

補題 2 ([T, Lemma.]) (5) に強解が存在すれば,その解はある定数 ck ∈ R/Z

の列を用いて,

ηk = ck + (ξk − ck + ck−1) + (ξk−1 − ck−1 + ck−2) + · · · (6)

の形で表せ,これは確率１で収束する.
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Tsirel’son は (4) が強解を持たないことを次のように証明した : 仮に (4) が強
解 X = {Xt} を持つとする.このとき,

ξ0
k =

Btk −Btk−1

tk − tk−1

, η0
k =

Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

(7)

とおくと [tk, tk+1) 上で,

dXt = κ(η0
k)dt + dBt

となり,

η0
k+1 = κ(η0

k) + ξ0
k+1

となる. j : R → R/Z を自然な準同型写像とし,

ξk = j(ξ0
k), ηk = j(η0

k)

とすると,

ηk+1 = ηk + ξk+1 (8)

となる. Ak = σ({Bt − Bs | tk−1 5 s 5 t 5 tk}) とおくと ξk は Ak-可測 であ
り, ηk は ∨{Al | − ∞ < l 5 k}(= FB

tk
)-可測であるので {ηk} は (8) の強解であ

る. 故に補題 2 より R/Z の定数列 {ck} をうまく選べば (6) は確率１で収束す

る. ところが ξ0
k は分散

1

tk − tk−1

の正規分布に従うので,どのような dk に対し

ても ξk − dk が０に確率収束することはありえない.よって概収束もしない.

1.3 Tsirel’son の方程式の２次元への拡張

Tsirel’son の例が強解を持たないという定理はいくつかの別証明が与えられて
いる. Ikeda-Watanabe における証明 ([I-W] Example 4.1.) は次のように応用で
きる:

S = R2, G = SO(2) とし, A : [0, ∞)× (R2)[0, ∞) → SO(2) を,

A(t, X.) =
∑

k∈−N
θ

(
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

)
1[tk, tk+1)(t) (9)

で定義する.ここで θ : R2 → SO(2) を,

θ

(
x1

x2

)
=

1√
(x1)2 + (x2)2

(
x1 −x2

x2 x1

)
(10)

と定義する.ただし θ(0) = E2 としておく.このとき,
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定理 3 ２次元ブラウン運動 B = {Bt} に対し, 確率微分方程式,

Xt =

∫ t

0

A(s,X.) dBs (11)

は強解を持たない.

＜証明＞X = {Xt} が (11) の解であるとするとき,

ξk =
Btk −Btk−1

tk − tk−1

, ηk =
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

(12)

とおくと,

θ(ηk+1) = θ(θ(ηk)ξk+1)

= θ(ηk)θ(ξk+1)

である. SO(2)-値 確率変数 τ = (τij) に対し,

E [τ ] =

(
E [τ11] E [τ12]

E [τ21] E [τ22]

)

とおくと,独立な確率変数 τ1, τ2 に対し E [τ1τ2] = E [τ1] E [τ2] となる.従って X

が強解であるとすると構成法から ηk と ξk+1 は独立であるので,

E [θ(ηk+1)] = E [θ(ηk)] E [θ(ξk+1)] = O (13)

である. ここで,

Bk+1
l = σ({Bt −Bs; tk−l 5 s < t 5 tk+1}) (14)

とおくと, Xu (u 5 tk−l) は Bk+1
l と独立なので,

E
[
θ(ηk+1)|Bk+1

l

]
= E [θ(ηk−l)] θ(ξk−l+1) · · · θ(ξk+1) = O (15)

となる.
∞∨

l=0

Bk+1
l = FB

tk+1
⊃ FX

tk+1
(16)

なので Lévy の ‘Upward Theorem’ ([W] 14.2. 等) を各成分に適用することに
より,

lim
l→∞

E
[
θ(ηk+1)|Bk+1

l

]
= E

[
θ(ηk+1)|FB

tk+1

]
a.s.

であるので,

θ(ηk+1) = E
[
θ(ηk+1)|FB

tk+1

]

= lim
l→∞

E
[
θ(ηk+1)|Bk+1

l

]

= O (a.s.)

となるが,これは矛盾である.

＜証明終＞
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1.4 Yor の離散時間方程式

Yor[Y] は Teirel’son の方程式 (5) に関連して方程式,

ηk = ξk + κ(ηk−1), k ∈ −N　　　　 (17)

について研究している. Tsirel’son が定義した方程式 (5) と異なり両辺が実数値
であることに注意する.方程式 (17) の意味は次のように定義される. ξk の法則 µk

が与えられたとする．法則の列 µ = {µk; k ∈ −N} に対する (17) の解とは R−N

上の確率測度 P で ηk(ω) = ω(k), ξk = ηk − κ(ηk−1), Fk = σ{ηn; n 5 k}, Ek =

σ{ξn; n 5 k} としたとき P の下で,

すべての k に対し ξk は Fk−1 と独立で µk を分布に持つ (18)

が成り立つもののことであるとする．
このような P 全体を Pµ(T ) で表す．また各 k で Fk = Ek を満たすときこの
解は強解，そうでないときは弱解ということにする．
全ての n = 0 と k ∈ −N に対し,

Fk = Fk−n ∨ Ek (19)

であり,よって Fk = ∩n(Fk−n ∨ Ek) であるが,多くの場合,

F−∞ ∨ Ek = (∩nFk−n) ∨ Ek

は Fk に真に含まれる.

解が一意のとき,すなわち Pµ(T ) が１点のみの集合のとき,

Fk = Ek ∨ σ(κ(ηk))

であり (κ(x) は x の小数部分), F−∞ は自明な σ-field(よって Ek = F−∞ ∨ Ek)で
ある. また κ(ηk) は (0, 1] 上一様に分布し, Ek と独立である. 一見するとこのこ
とは (19)と食い違い興味深い.

なおこの節では [Y] の結果の紹介だけを行い証明はしない.次章でより一般的
な場合の結果に証明を与えるからである.

次の定理は解集合 Pµ(T ) の端点1 と漸近的 σ-field F−∞ の関係を特徴付けて
いる.

定理 4 ([Y, Theorem 1.]) P ∈ Pµ(T ) とする.このとき,

1可測空間 (M, M) に凸構造を導入するとは, M 上の各確率測度 ν に対しM の点 Pν （ ν の
重心と呼ぶ）を対応させることである. このとき (M, M) は凸可測空間であるという. P が δP

を除くどの測度 ν の重心でもないとき, P は M の端点であるという [D].
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(1) F−∞ は P -零 集合を除いて {ζk,p ; k ∈ −N , p ∈ Z∗} から生成される σ-field

と一致する.ただし,

ζk,p = lim
n→∞

exp(2iπpηk−n)
k∏

j=k−n+1

ϕj(p)

ここで ϕj(p) =
∫

exp(2iπpx) µj(dx). また極限は P − a.s. 存在する.

(2) P が Pµ(T ) の端点 ⇔ F−∞ が P で自明な σ-field.

問題はどのような条件のときに解が存在しそれが弱解となるのかということで
あるが,どんな法則の列 µ に対しても (17) の弱解は少なくともひとつ必ず存在
する.より正確には,

定理 5 ([Y, Theorem 2.]) Pµ(T ) の中に以下を満たす確率測度 P ∗
µ がただひと

つ存在する : P ∗
µ の下で,

• 各 k に対し κ(ηk) は [0, 1) 上一様分布.

• κ(ηk) は σ{ξj; j ∈ −N} と独立.

• κ(ξj) が一様分布ならば {κ(ηj); j ∈ −N} は独立.

解の存在をはっきりさせたら次は一意性の議論をするのが自然であるが, もし
法則の意味で一意的な解があればその解は強解ではない. さらに言えば,もし強
解がひとつでもあれば無数の強解が存在する. よって方程式は,強解を持つ,一意
の弱解を持つ, 一意性のない弱解を持つ,の３通りに分類される. 次の２つの補題
がその分類を決めるカギとなる.

補題 6 ([Y, Proposition 2.]) ∀p ∈ Z, ∀k ∈ −N , ∀P :(17) の解 に対し,

E [exp(2iπpηk)|F−∞ ∨ E0] = δp exp(2iπpηk) (20)

ただし,

δp =





0, ∀k′, lim
n→∞

k′∏

j=k′−n

E [exp(2iπpξj)] = 0

1, 上以外
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補題 7 ([Y, Proposition 3.]) Z+(µ) := {p ∈ Z ; δp = 1} は Z の部分群.す
なわち,

Z+(µ) = pµZ (21)

となる pµ ∈ N ∪ {0} が選べる.

今, (17) の解は補題 7 で決まる pµ によって次のように分類される:

定理 8 ([Y, Theorem 3,4,5.]) 次はそれぞれ同値である.

I–1) pµ = 0.

I–2) Pµ(T ) の元は P ∗
µ ただひとつ.

I–3) P ∗
µ は Pµ(T ) の端点.

I–4) P ∗
µ の下で κ(ηk) は F−∞ と独立, ∀k ∈ −N .

II–1) pµ = 1.

II–2) Pµ(T ) は強解を（無数に）含む.

II–3) 任意の P ∈ Pµ(T ) の下で Fk = F−∞ ∨ Ek, ∀k ∈ −N .

II–4) Pµ(T ) の端点は強解.

II–5) P が強解 ⇔ P が Pµ(T ) の端点.

III–1) pµ > 1.

III–2) Pµ(T ) は強解を含まず,法則の意味の一意性ももたない.

2 Tsirel’son - Yor 方程式

2.1 定義

Yor の方程式 (17) を次のように拡張する. S を局所コンパクト位相空間と
し, G をコンパクト位相群とする. ψ : S × G → S を x ∈ S, u ∈ G に対し
ψ(ψ(x, u), u−1) = x となるものとする. 以後 ψ(x, u) =: u(x) と書くことにする.
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また θ を S から G への可測な全射で x ∈ S, u ∈ G に対し θ(u(x)) = uθ(x) と
なるものとする.このとき負の離散時間確率微分方程式,

ηk = θ(ηk−1)(ξk) (22)

を考える. 方程式の意味は Yor の方程式 (17) と同様に定義する.すなわち ξk の
法則 µk が与えられたとき, 法則の列 µ = {µk; k ∈ −N}に対する (22) の解とは
S−N 上の確率測度 P で ηk(ω) = ω(k), ξk = (θ(ηk−1))

−1(ηk), Fk = σ{ηn; n 5
k}, Ek = σ{ξn; n 5 k} としたとき P の下で,

すべての k に対し ξk は Fk−1 と独立で µk を分布に持つ (23)

が成り立つもののことであるとする. 各 k で Fk = Ek を満たすときこの解は強
解,そうでないときは弱解ということにする.また与えられた法則の列 µ に対し
(22) の解全体からなる集合をやはり Pµ(T ) とする.

2.2 解の存在定理

この設定でも [Y] の Theorem 2 と同様の結果が得られる.

定理 9 P ∗
µ ∈ Pµ(T ) で以下を満たすものがただひとつ存在する: P ∗

µ の下で,

(1) 任意の k ∈ −N で θ(ηk) の分布は G 上 Haar 測度.

この定理の証明のために次の補題を準備する.

補題 10 U を G に値をとる確率変数, X を S に値をとる確率変数で U と独立
なものとする.

このとき U が一様分布,すなわち U の分布が G 上 Haar 測度であれば, U(X)

と X は独立であり, θ(U(X)) の分布はまたG 上 Haar 測度になる.

＜補題の証明＞
η を X の分布とする. X と U が独立であることより S 上の任意の有界可測
関数 f1 と G 上の任意の有界可測関数 f2 に対し,

E [f1(X)f2(θ(UX))] =

∫∫

S×G

f1(x)f2(θ(u(x))) η(dg)ν(du)

=

∫

S

(
f1(g)

∫

G

f2(uθ(x)) ν(du)

)
η(dg)

=

∫

S

f1(g) η(dg)

∫

G

f2(u) ν(du)

= E [f1(X)] E [f2(U)] = E [f1(X)] E [f2(θ(U(X)))] .

＜証明終＞
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＜定理 9 の証明＞証明は Kolmogorov の拡張定理による.

(Ω′, F′, P ′)を確率空間とする. ηをG -値確率変数で分布がG上 Haar測度とな
るものとし, ξ′k (k ∈ −N)はそれぞれ µk を分布に持つS -値確率変数で ηとは独立
であるものとする. ここで η′k = η(ξ′k), η′k+1 = θ(η′k)(ξ

′
k+1), · · · , η′−1 = θ(η′−2)(ξ

′
−1)

とおき, (η′−1, · · · , η′k) の Rk 上の分布を P k とする. 補題 10 より θ(η(ξ′k−1)) は
ξ′k−1 と独立でその分布は G 上 Haar 測度であるので θ(η(ξ′k−1))(ξ

′
k) と η(ξ′k) は同

分布となる.ゆえにこの P k は Kolmogorov の整合性条件を満たし, Kolmogorov

の拡張定理より R−N 上確率測度 P で筒集合A−1 × · · · × Ak ×R−N の測度が
P k(A−1× · · · ×Ak) であるものが存在する.この P が題意を満たす一意解である
ことはすぐにわかる.

＜証明終＞

2.3 解集合と端点

以後 G は可換であるとし, Ĝ を G の双対群2 とする.このとき,

補題 11 S−N 上の確率測度 P が Pµ(T ) の元である必要十分条件は、 P の下
で {ηk ; k ∈ −N} が次のような（非斉次の）マルコフ性をもつことである: 任意
の有界ボレル関数 f : S → R に対して,

E [f(ηk) | Fk−1] =

∫
f(θ(ηk−1)(y)) dµk(y) .

＜証明＞容易に分かる.

B(Pµ(T )) を Pµ(T ) 上の σ-fieldで,

HF (P ) = P (F ) : B(Pµ(T ))-可測, ∀F ∈ F0 (24)

となるものとする.このとき B(Pµ(T )) 上の確率測度 ν の重心 P ν を,

P ν(F ) =

∫

Pµ(T )

P (F ) ν(dP ) (25)

で定義すると, Pµ(T ) は凸可測集合になる. ここで [Y] の Theorem 1 と同様に端
点と漸近的 σ-field F−∞(= ∩Fk) の関係を特徴付けた次の定理が得られる.

定理 12 P ∈ Pµ(T ) とする.このとき,

2G をコンパクトで可換な位相群, S1 = {z ∈ C ; |z| = 1} とする.このとき連続かつ準同型な
写像 χ : G → S1 を G の（準）指標という. χ1 · χ2 = χ1 ◦ χ2 で演算を定義すると指標全体は
また群になる. この群を双対群とよび Ĝ と書くことにする. Ĝ は L2(G) の正規直交基底を成す.
G = R/Z のとき Ĝ = {exp(2iπpx) ; p ∈ Z} である.
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(1) P が Pµ(T ) の端点 ⇔ F−∞ が P で自明な σ-field.

＜証明＞

(1) 　 Pµ(T ) の端点 P に対し 0 < P (A) < 1 なる A ∈ F−∞ が存在すると仮定
する. P (B) > 0 なる B ∈ F−∞ に対し確率測度,

PB(·) :=
P ( · ∩B)

P (B)

を定義すると補題 11 より PB ∈ Pµ(T ) である.よって,

P = P (A)PA + P (Ac)PAc

であることから P が端点であることに矛盾するのでPµ(T ) の端点 P に対し
て F−∞ は自明な σ-fieldである.

　逆に F−∞ を自明な σ-fieldにする P は Pµ(T ) の端点であることを示す.

そのためには P と同値な確率測度 Q ∈ Pµ(T ) は P に等しいことをいえば
十分であるが,それは次の補題よりすぐにわかる.

＜証明終＞

補題 13 P ∈ Pµ(T ) とし D を正で F0-可測な確率変数でE [D] = 1 なるものと

する.
dQ

dP
= D で Q を定義するとき,

Q ∈ Pµ(T ) ⇔ D : F−∞-可測 .

＜証明＞Q ∈ Pµ(T ) とする. Vk = σ{ηk, · · · , η−1} とおくと補題 11 より任意の
有界で Vk-可測な確率変数 Vk に対し,

EQ[Vk | Fk−1] = EP [Vk | Fk−1]

である. F0 = Fk−1 ∨ Vk であるので単調族定理を使って任意の非負 F0-可測確率
変数 X に対し,

EQ[X | Fk−1] = EP [X | Fk−1]

を得る.この等式を P と D を用いて表すと,

EP [XD | Fk−1] = EP [X | Fk−1]EP [D | Fk−1]

であり,この式から全ての k で D ∈ L1(Fk−1, P ) となる.よって D ∈ L1(F−∞,P )

である.逆に D が F−∞-可測を仮定すると補題 11 からQ ∈ Pµ(T ) はすぐにい
える.

＜証明終＞
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2.4 双対群と強解の存在

強解の有無に関しても [Y] と同様の方法が可能である.

補題 14 ∀χ ∈ Ĝ, ∀k ∈ −N , ∀P :(22) の解に対し,

E [χ ◦ θ(ηk) | F−∞ ∨ E0] = δχχ ◦ θ(ηk) (26)

ただし,

δχ =





0, ∀k′, lim
n→∞

k′∏

j=k′−n

E [χ ◦ θ(ξj)] = 0

1, 上以外

＜証明＞
解の定義より ηk は ξk+1, · · · , ξ−1 と独立なので (26) の左辺は,

E [χ ◦ θ(ηk) | F−∞ ∨ Ek]

と等しいことに注意する.

(1) δχ = 0 の場合
まず m ∈ −N に対し,

E [χ ◦ θ(ηm) | F−∞] = 0 (27)

を示す. χ が準同型であることより,

E[χ ◦ θ(ηm) | F−∞] = E [χ(θ(θ(ηm−1)(ξm))) | F−∞]

= E [χ(θ(ηm−1)θ(ξm)) | F−∞]

= E [(χ ◦ θ(ηm−1))(χ ◦ θ(ξm)) | F−∞]

= E [χ ◦ θ(ξm)] E [χ ◦ θ(ηm−1) | F−∞]

である.この作業を繰り返すことにより,各 n に対し,

E [χ ◦ θ(ηm) | F−∞] =
m∏

j=m−n

E [χ ◦ θ(ξj)] E [χ ◦ θ(ηm−n−1) | F−∞] (28)

を得る.この両辺で n →∞ とすれば δχ = 0 より (27) が従う.今の結果から,

E[χ ◦ θ(ηk) | F−∞ ∨ σ(ξk−n, · · · , ξk)]

= E [(χ ◦ θ(ηk−1))(χ ◦ θ(ξk)) | F−∞ ∨ σ(ξk−n, · · · , ξk)]

= χ ◦ θ(ξk)E [χ ◦ θ(ηk−1) | F−∞ ∨ σ(ξk−n, · · · , ξk)]

= · · ·
= χ(θ(ξk)θ(ξk−1) · · · θ(ξk−n))E [χ ◦ θ(ηk−n−1) | F−∞]

= 0

12



となり, n →∞ とすれば,

E [χ ◦ θ(ηk) | F−∞ ∨ Ek] = 0

が得られる.これで δχ = 0 の場合は示せた.

(2) δχ = 1 の場合
このとき k′ を十分小さくとれば,

k′∏
j=−∞

|E [χ ◦ θ(ξj)]| > 0

とできる. k′ < k ととってよい. χ ◦ θ(ηk) を,

χ ◦ θ(ηk) = χ(θ(ηk′))χ(θ(ξk′+1) · · · θ(ξk))

と表し, χ(θ(ηk′)) が F−∞ ∨ E0-可測であることを示す.

Φn =
χ(θ(ξk′−n) · · · θ(ξk′))

k′∏

j=k′−n

E [χ ◦ θ(ξj)]

(29)

Ψn = χ ◦ θ(ηk′−n−1)

(
k′∏

j=k′−n

E [χ ◦ θ(ξj)]

)
(30)

とおく. χ(θ(ηk′)) = ΦnΨn であり, 有界マルチンゲール収束定理より Φn は
Ek′-可測な確率変数に概収束する.よって Ψn も概収束し,その極限確率変数は
F−∞ 可測である.

＜証明終＞

補題 15 K := {χ ∈ Ĝ ; δχ = 1} とおくと K は Ĝ の部分群.

＜証明＞
χ−1(g) = χ(g), g ∈ G より E [χ−1 ◦ θ(ξj)] = E [χ ◦ θ(ξj)] であるので, χ ∈

K ⇔ χ−1 ∈ K は自明.また 1 bG ∈ K も明らかである.よって, χ1, χ2 ∈ K ⇒
χ1χ2 ∈ K を示せばよい.

ϕj(χ) = E [χ ◦ θ(ξj)] とおく. 定義より十分小さな k に対し,

k∏
j=−∞

|ϕj(χ1)| > 0,
k∏

j=−∞
|ϕj(χ2)| > 0

13



となる. (29) の ϕn と同様,

Φn(χi) =
χ (θ(ξk−n) · · · θ(ξk))

k∏

j=k−n

ϕj(χi)

i = 1, 2

は複素数値確率変数で確率１で０でないもの,に概収束する.よって,

Hn = Φn(χ1)Φn(χ2) =
(χ1χ2)(θ(ξk−n) · · · θ(ξk))(
k∏

j=k−n

ϕj(χ1)

)(
k∏

j=k−n

ϕj(χ2)

) (31)

も収束する.したがって,

lim
m<n
m→∞

Hn

Hm

= lim
m<n
m→∞

(χ1χ2)(θ(ξk−n) · · · θ(ξk−m−1))(
k−m−1∏

j=k−n

ϕj(χ1)

)(
k−m−1∏

j=k−n

ϕj(χ2)

) = 1 a.s.

であり, {Hn/Hm ; 0 5 m 5 n < ∞} は一様有界であるので,

lim
m<n
m→∞

E

[
Hn

Hm

]
= 1

すなわち,

lim
m<n
m→∞

k−m−1∏

j=k−n

ϕj(χ1χ2)

(
k−m−1∏

j=k−n

ϕj(χ1)

)(
k−m−1∏

j=k−n

ϕj(χ2)

) = 1 (32)

となる.この左辺で ϕj を |ϕj| で置き換えても結果は同じであり,また K の定義
より,

lim
m<n
m→∞

k−m−1∏

j=k−n

|ϕj(χ1)| = 1, lim
m<n
m→∞

k−m−1∏

j=k−n

|ϕj(χ2)| = 1

であるので,

lim
m<n
m→∞

k−m−1∏

j=k−n

|ϕj(χ1χ2)| = 1

となり,よって m を十分大きくとれば,

−m∏
j=−∞

|ϕj(χ1χ2)| > 0 (33)

＜証明終＞
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補題 15 より K は Ĝ の部分群であり,この K によって [Y] と同様の解の分類
ができる.

定理 16 1. K = {1 bG} のとき,またそのときに限り解は一意. さらに,その解
は弱解である.

2. 強解が存在 ⇔ K = Ĝ .

＜証明＞

1. K = {1 bG} を仮定する,すなわち補題 14 より ∀χ 6= 1 bG に対し,

E [χ ◦ θ(ηk) | F−∞ ∨ E0] = 0

となるとする.このとき任意の L2-有界 な関数 f に対しフーリエ展開3 す
ることにより

E [f ◦ θ(ηk) | F−∞ ∨ E0] =

∫

G

f(g) ν(dg)

が得られる.ここで νはG上Haar測度である. この式より θ(ηk)は F−∞∨E0

と独立でありその分布は G 上 Haar 測度に従う. 定理 9 よりこのような
P ∈ Pµ(T ) は一意的であり,また弱解であることも明らかである.

　逆に解が一意であることを仮定すると,定理 9 よりその解は P ∗
µ であり,

K = {1 bG} であることは自明である.

2. K = Ĝ を仮定する,すなわち ∀χ ∈ Ĝ に対し δχ = 1 であるとする.このと
き補題 14 より,

E [χ ◦ θ(ηk−1) | F−∞ ∨ Ek] = E [χ ◦ θ(ηk−1) | F−∞ ∨ E0] = χ◦θ(ηk−1), ∀χ ∈ Ĝ

であるので ηk = θ(ηk−1)(ξk) は F−∞ ∨ Ek-可測.すなわち,

Fk = F−∞ ∨ Ek

である.定理 12 より Pµ(T ) の端点 P で測ると F−∞ は自明な σ-fieldであ
り,故に Fk = Ek である.

＜証明終＞

3L2-有界関数 f は f(h) =
∑

χ aχχ(h), aχ =
∫

G
f(g)χ(g) dg とフーリエ展開される.
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2.5 連続型への埋め込みの例

以上の議論を連続型の Tsirel’son 方程式の拡張とその分類に応用することが究
極の目標である. ここではその例として SO(n) の部分群に対する分類について
コメントする.

S = Rn とする. G を SO(n) の可換部分群とし, θ : S → G が 1.1 節の性質を
満たしているとする. このとき Tsirel’son の例と同様に数列 {tk : k ∈ −N} で
tk−1 < tk, tk → 0 (k → −∞) なるものを用意し, A : [0, ∞)× (Rn)[0, ∞) → G を,

A(t, X.) =
∑

k∈−N
θ

(
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

)
1[tk, tk+1)(t) (34)

で定義する.このとき n 次元ブラウン運動 B = {Bt} に対し, 確率微分方程式,

Xt =

∫ t

0

A(s,X.) dBs (35)

について考える. X = {Xt} が (35) の解であるとする.このとき,

ξk =
Btk −Btk−1

tk − tk−1

, ηk =
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

(36)

とおくと,

Xtk+1
−Xtk =

∫ tk+1

tk

θ

(
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

)
dBs

= θ

(
Xtk −Xtk−1

tk − tk−1

)
(Btk+1

−Btk)

であるので,

ηk+1 = θ(ηk)ξk+1 (37)

となる.
∏

j E [χ ◦ θ(ξj)] = 0, ∀χ 6= 1 bG であるなら X は強解ではない.
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