
数値解析 レポート �

問題 �� fxng
�
n�� � Rが次の関係式を満たしているとする�

�i� xn�� � � � �A � �n��xn � �� �n � ���
�ii� limn�� xn � ��

ただし� A� � � R� jAj � �� かつ� limn�� �n � �� ここで新しい数列

yn � xn �
�xn�� � xn�

�

xn�� � �xn�� � xn

�n � �� を考える� このとき次の問に答えよ�

��� yn � � �n���を証明せよ�

���
yn � �

xn�� � �
� � �n���

を証明せよ�

解答 ���

xn�� � xn � �xn�� � ��� �xn � ��
� �A� �n � ���xn � ���

xn�� � �xn�� � xn � xn�� � xn�� � �xn�� � xn�
� f�A� �n�� � ���A� �n�� �A� �n � ��g�xn � ��
� f�A� ��� � o��n�g�xn � ��

�o��n� � A��n � �n��� � �n�n�� � ��n� より

�xn�� � xn�
�

xn�� � �xn�� � xn
�

�A� �n � ����xn � ��

�A� ��� � o��n�
�

よって� limn�� o��n� � �に注意して�

limn���yn � �� � limn��f�xn � �� � �xn���xn��

xn����xn���xn
g

� limn��f�xn � �� � �A��n�����xn���
�A�����o��n�

g

� �

��� ���の計算から� A �� �のとき

yn��
xn����

� �A�����o�����A��n����

�A��n����A���f�A�����o��n�g

� � �n���

A � �のときは一般に成立しない� しかし �

lim
n��

yn � �

xn � �
� �

は� 任意の jAj � �で成立する�

�



� 数値解析 レポート �

問題 �� 関数 g 	 
a� b� � Rが

jg��x�j � L � �� x � �a� b�

を満たすとする� さらに� g�c� � cとなる実数 c � �a� b�が存在するとする�

このとき次の問に答えよ�

��� � � d � minfb � c� c � agなる実数にたいして g�
c � d� c � d�� �

c� d� c� d�が成立することを証明せよ�

��� x� � 
c� d� c� d�を任意にとり

xn � g�xn��� �n � �� �� � � � �

と定義すると� limn�� xn � c であることを示せ�

�ヒント � 系 �����の証明を見直せ��

解答
���
平均値の定理より �x � 
c� d� c� d�

jg�x�� cj � jg�x�� g�c�j
� jg��h�jjx� cj �hは xと c間の数�

� Ljx� cj � d�

故に� g�x� � 
c� d� c� d��
��� �x� � 
c� d� c� d�

jxn�� � xnj � jg�xn�� g�xn���j
� Ljxn � xn��j
� L�jxn�� � xn��j
	 	 	
� Lnjx� � x�j

故に� fxng
�
n��はコーシー列である� よって� � � limn�� xn � 
c�d� c�d��

gは連続より
g��� � lim

n��
g�xn� � lim

n��
xn�� � ��

ここでもし c �� �とすると�

jc� �j � jg�c�� g���j � Ljc� �j � jc� �j

となり矛盾� よって� c � ��



数値解析 レポート � �

問題 �� 関数 f�x� � x� � �x� � 
x� � 
について次の設問に答えよ�

��� 二つの実根が存在することを示せ�

��� 初期値を x� � �� ニュートン近似で f�x� � �の近似解を� 許容絶対誤
差 ���	で求めよ�

��� g�x� � ��x���x��
x���x�
���に対して� � � y� � �� yn � g�yn���
と定義すると� 数列 fyng

�
n�� が収束することを示せ� その極限を �と

おくと� f��� � � となることを示せ� �ヒント� 問題 �を使う �

解答
���
f���� � � � �� f��� � �
 � �� f��� � �� � �� f��� � � � � より� 中間

値の定理より実数解は� ���� ��� ��� ��の中に存在する�
���
漸化式は

xn�� � xn �
f�xn�
f ��xn�

� �x�
n
�
x�

n
��x�

n
��

�x�
n
���x�

n
���xn

で与えられることに注意する� さらに� 小数点以下６桁で切り捨てをして計
算をすれば十分であるので�
x� � ����� x� � ��
���
�� x� � ��
����
� x� � ��
������ x	 � ��
�����

より� 近似解は ��
����となる�
���
g��x� � ��

�
��x� � ��x� � ��x� ��� g���x� � ���x� ��� � � �x � 
�� ��で

あるので g��x�単調減少である� さらに� g���� � �� g���� � �� g���� � ��に
注意すると� g�
�� ��� � 
�

�
� �
�
�であることがわかる� 特に�

g�

�

�
�
�

�
�� � 


�

�
�
�

�
��

さらに� f��
�
� � �� f��

�
� � �に注意すると� 中間値の定理より f��� � �と

なる � � ��
�
� �
�
�が存在する� このとき� g��� � �である�

g��x�は� 単調減少連続関数で� g���� � �� g���� � ��であるのである � �
L � �が存在して�

jg��x�j � L� �x � 

�

�
�
�

�
��

よって� 問題 �の仮定を gが満たすので� fyng
�
n�� は� �に収束する� この

とき� 上の考察より� f��� � ��


