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第1章 Introduction

このノートは書きかけです。記述や証明は不完全です。適宜追加していきます。
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第2章 ポアソン多様体

2.1 ポアソン構造
M を滑らかな多様体とする。

Definition 2.1.1 f, g, h ∈ C∞(M)とするR上またはC上の双線形形式

{−,−} : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M), (2.1)

が次の性質を満たすときポアソン括弧という。

{f(x), g(x)} = −{g(x), f(x)}, (2.2)

{f(x)g(x), h(x)} = {f(x), h(x)}g(x) + f(x){g(x), h(x)}, (2.3)

{{f(x), g(x)}, h(x)}+ {{g(x), h(x)}, f(x)}+ {{h(x), f(x)}, g(x)} = 0, (2.4)

多様体M 上でポアソン括弧を定義したとき、これをポアソン構造という。

式 (2.2)は反対称性（歪対称性）、(2.3)を Leibnizの公式、(2.4)を Jacobi恒等式という。組
(M, {−,−})をポアソン多様体という。
次に局所座標表示を考える。M の局所座標を xi, (i = 1, . . . , d)とする。ポアソン括弧の局
所座標表示は関数 πij(x)を使って、

{f(x), g(x)} =
d∑

i,j=1

1

2
πij(x)

∂f

∂xi
∂g

∂xj
(x), (2.5)

と書ける。ここで d = dimM である。今後上下に同じ添字が 2つ書かれている場合は、その
添字について和を取るというEinsteinの規約を採用する。すなわち、式 (2.5)は

{f(x), g(x)} = 1

2
πij(x)

∂f

∂xi
∂g

∂xj
(x), (2.6)

と書く。
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条件 (2.2)より、πij は行列として歪対称 πij = −πjiとなる。(2.5)では条件 (2.3)は自動的
に成り立つ。さらに、条件 (2.4)は、恒等式

πil∂π
jk

∂xl
+ πjl∂π

ki

∂xl
+ πkl∂π

ij

∂xl
= 0, (2.7)

と同値である。

Example 2.1.1 (ゼロポアソン構造) M 上のすべてのC∞関数に対して {f(x), g(x)} = 0と
定義するとポアソン構造となる。

Example 2.1.2 (標準ポアソン構造) 偶数次元のユークリッド空間R2nを考え、座標を
(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)とする。このとき f(x, y), g(x, y) ∈ C∞(R2n)に対して、

{f(x, y), g(x, y)} =
∂f

∂xi
∂g

∂yi
(x, y)− ∂f

∂yi

∂g

∂xi
(x, y), (2.8)

とするとポアソン括弧となる。これを標準ポアソン構造という。

Example 2.1.3 (シンプレクティック多様体) M をシンプレクティック多様体とする。すな
わち、非退化閉 2形式 ωを持つとする。このとき f ∈ C∞(M)に対して、

ιXf
ω = −df (2.9)

となるベクトル場Xf を f に対するハミルトンベクトル場という。f, g ∈ C∞(M)に対して、

{f, g} = Xfg = ιXf
dg = −ιXf

ιXgω (2.10)

と定義すると {−,−}はポアソン括弧となる。シンプレクティック多様体はポアソン多様体で
ある。

Example 2.1.4 標準ポアソン構造を導出するシンプレクティック構造を標準シンプレクティッ
ク構造という。余接束 T ∗M には標準シンプレクティック構造が存在する。M の局所座標を
xi、ファイバーの局所座標を piとして、

ωcan = dxi ∧ dpi (2.11)

とすると、シンプレクティック形式となる。この ωcanから式 (2.10)によって得られるポアソ
ン括弧が式 (2.8)となる。
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シンプレクティック構造でないポアソン構造の例を挙げる。

Example 2.1.5 R3は奇数次元なのでシンプレクティック構造は存在しない。(x, y, z) ∈ R3

に対して、

{x, y} = z, {y, z} = x, {z, x} = y, (2.12)

と定義すると、C∞(R3)上のポアソン括弧となることが確かめられる。これは実際 Lie代数か
ら誘導されるポアソン括弧である。Lie代数とポアソン構造との関係はのちに述べる。

Example 2.1.6 (x, y, z) ∈ R3に対して、

{x, y} = xy, {y, z} = yz, {z, x} = 0, (2.13)

と定義すると、C∞(R3)上のポアソン括弧となる。このような右辺が２次式となるポアソン括
弧を２次ポアソン括弧という。

Definition 2.1.2 (M, {−,−})をポアソン多様体とする。f ∈ C∞(M)に対して、任意の g ∈
C∞(M)に対して

Xfg = {f, g}, (2.14)

となるベクトル場Xf ∈ X(M)を f のハミルトンベクトル場という。

Xf (−) = {f,−}と書くこともある。ポアソン括弧が非退化でないとき、f に対するハミルト
ンベクトル場Xf はただ１つとは限らない。ポアソン括弧が

{f(x), g(x)} = 1

2
πij(x)

∂f

∂xi
∂g

∂xj
(x) (2.15)

であるとき、ハミルトンベクトル場は

Xf = {f(x),−} = 1

2
πij(x)

∂f

∂xi
∂

∂xj
(2.16)

となる。

Lemma 2.1.3 a, bを実数とすると

aXf + bXg = Xaf+bg (2.17)
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すべての、f ∈ C∞(M)に対して

{g, f} = 0, (2.18)

となる関数 g ∈ C∞(M)をCasimir関数という。
以下のようにポアソン括弧はベクトル場の Lie括弧を誘導する。

Proposition 2.1.4

X{f,g} = [Xf , Xg]. (2.19)

Proof 任意の関数 h ∈ C∞(M)に対して、X{f,g}h = [Xf , Xg]h, を示せばよい。Jacobi恒等式
と反対称性より、

X{f,g}h = {{f, g}, h} = −{{g, h}, f} − {{h, f}, g} = {f, {g, h}}} − {g, {f, h}}}

= (XfXg −XgXf )h = [Xf , Xg]h. (2.20)

Definition 2.1.5 (M, {−,−})をポアソン多様体とする。任意の f, g ∈ C∞(M)に対して

LV ({f, g}) = {LV (f), g}+ {f, LV (g)} (2.21)

となるベクトル場 V ∈ X(M)をポアソンベクトル場という。

ポアソンベクトル場の集合をXP(M)とかく。

Proposition 2.1.6 1. すべてのハミルトンベクトル場はポアソンベクトル場である。

2. ベクトル場 V は任意の f に対して

[V,Xf ] = XLV (f) (2.22)

となるとき、このときに限りポアソンベクトル場である。

3. ポアソンベクトル場の集合X(M, {−,−})はベクトル場の集合X(M)の部分 Lie代数と
なる。
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Proof 1. f ∈ C∞(M)に対するハミルトンベクトル場をXfとするとLXf
g = Xfg = {f, g}

であるから、任意の g, h ∈ C∞(M)に対して、

LXf
({g, h}) = {f, {g, h}} (2.23)

Jacobi恒等式を使うと

{f, {g, h}} = {{f, g}, h}}+ {g, {f, h}} = {Xfg, h}+ {f,Xfh}

= {LXf
g, h}+ {f, LXf

h} (2.24)

したがって

LXf
({g, h}) = {LXf

g, h}+ {f, LXf
h} (2.25)

となりXf はポアソンベクトル場である。

2. 任意の f に対して [V,Xf ] = XLV (f)であるとすると、Proposition 2.1.4より、

XLV ({f,g}) = [V,X{f,g}] (2.26)

だが、一方

X{f,g} = [Xf , Xg] (2.27)

であるから、

[V,X{f,g}] = [V, [Xf , Xg]] = [[V,Xf ], Xg] + [Xf , [V,Xg]]

= [XLV (f), Xg]] + [Xf , XLV (g)]

= X{LV (f),g} +X{f,LV (g)} = X{LV (f),g}+{f,LV (g)} (2.28)

3. ポアソンベクトル場 U, V に対して [U, V ]もポアソンベクトル場で、ポアソンベクトル
場 U, V,W に対して

[U, V ] = [U, V ] (2.29)

[[U, V ],W ] + [[V,W ], U ] + [W,U ], V ] = 0 (2.30)

を示す。
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2よりハミルトンベクトル場の集合XHam(M, {−,−})はポアソンベクトル場の集合のLieイデ
アルである。
(M,ω)をシンプレクティック多様体とする。このとき LV ω = 0を満たすベクトル場 V ∈

X(M)をシンプレクティックベクトル場という。

Proposition 2.1.7 (M,ω)をシンプレクティック多様体とする。{−,−}を式 (2.10)で定義さ
れるポアソン括弧とする。このとき

1. シンプレクティックベクトル場はポアソンベクトル場である。

2. シンプレクティック多様体のハミルトンベクトル場 V はポアソン多様体としてのハミル
トンベクトル場でもある。

Proof 1. シンプレクティック形式 ωからポアソン括弧は {f, g} = −ιXf
ιXgωで定義され

る。このとき V をシンプレクティックベクトル場とすると、

{LV (f), g}+ {f, LV (g)} = −ιXLV (f)
ιXgω − ιXf

ιXLV (g)
ω = −ι[V,Xf ]ιXgω − ιXf

ι[V,Xg ]ω

= −LV ιXf
ιXgω + ιXf

LV ιXgω − ιXf
LV ιXgω − ιXf

ιXgLV ω

= −LV ιXf
ιXgω = LV ({f, g}) (2.31)

2.

Xfg = −ιXLV (f)
ιXgω − ιXf

ιXLV (g)
ω = −ι[V,Xf ]ιXgω − ιXf

ι[V,Xg ]ω

= −LV ιXf
ιXgω + ιXf

LV ιXgω − ιXf
LV ιXgω − ιXf

ιXgLV ω

= −LV ιXf
ιXgω = LV ({f, g}) (2.32)

Xf をシンプレクティック多様体のハミルトンベクトル場とするとポアソン括弧は

{f, g} = Xfg (2.33)

と定義されるから、f はこのポアソン括弧のハミルトンベクトル場である。

Definition 2.1.8 ２つのポアソン多様体 (M1, {−,−}1), (M2, {−,−}2)に対して滑らかな写
像Φ :M1 →M2が任意の f, g ∈ C∞(M2)に対して

{f ◦ Φ, g ◦ Φ}1 = {f, g}2 ◦ Φ, (2.34)

となるときポアソン写像という。
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ポアソン写像Φが微分同相写像のとき、ポアソン微分同相という。

Example 2.1.7 R2n上の標準ポアソン構造に対して、Φ : R2n → R2n として Φ : (xi, yi) 7→
(yi,−xi) とするとポアソン写像である。

Theorem 2.1.9 シンプレクティック同相写像はポアソン写像である。

Theorem 2.1.10 (M1, π1), (M2, π2)を２つのポアソン多様体とする。このとき (M1×M2, π1+

π2)はポアソン多様体である。また、射影 pri :M1 ×M2 →Miはポアソン写像である。

Proof [π1, π2]S = 0なので、[π1 + π2, π1 + π2]S = 0となるので、π1 + π2はポアソン構造であ
る。また、

{f ◦ pri, g ◦ pri} = {f(x), g(x)}x + {f(x), g(x)}y = {f, g}x = {f, g} ◦ pri, (2.35)

より priはポアソン写像である。

写像 π♯ : T ∗M → TM が同型写像のとき、ポアソン構造は非退化であるという。

2.2 Schouten括弧とポアソンバイベクトル場
接束TMに対してX•(M) = Γ(∧•TM)を多重ベクトル場のなす外積代数とする。すなわち、
ベクトル場X,Y ∈ X(M) = Γ(TM) = X1(M)上に歪対称な積X ∧ Y ∈ Γ(∧2TM)を考え、こ
れから生成される外積代数∧•TMを考える。この空間の切断の集合X•(M) = Γ(∧•TM)を多
重ベクトル場の空間という。
M の局所座標系 {xi}を取ると、ベクトル場の基底は ∂i :=

∂
∂xi なので、m次の多重ベクト

ル場は局所座標で

X(x) =
d∑

i1,··· ,im=1

1

m!
X i1···im(x)∂i1 ∧ . . . ∂im

=
1

m!
X i1···im(x)∂i1 ∧ . . . ∂im , (2.36)

と書ける。ここで、d = dim(M)。２つの多重ベクトル場には外積が定義できる。m次、n次
の多重ベクトル場X, Y を

X =
1

m!
X i1...im∂i1 ∧ . . . ∧ ∂im , (2.37)

Y =
1

n!
Y i1...in∂i1 ∧ . . . ∧ ∂in , (2.38)
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とするとX ∧ Y はm+ n次の多重ベクトル場で、αi ∈ Ω1(M)に対して

X ∧ Y (α1, . . . , αm+n) =
∑

σ∈Sm,n

(−1)σX(ασ(1), . . . , ασ(m))Y (ασ(m+1), . . . , ασ(m+n))(2.39)

と定義する。ここで、Sm,nは α1, . . . , αm+nの完全反対称化を表す。局所座標で書くと

X ∧ Y =
m!n!

(m+ n)!
X i1...imY j1...jn∂i1 ∧ . . . ∧ ∂im ∧ ∂j1 ∧ . . . ∧ ∂jn

=
m!n!

(m+ n)!
X i1...imY im+1...jm+n∂i1 ∧ . . . ∧ ∂jm+n (2.40)

となる。外積は

X ∧ Y = (−1)mnY ∧X, (2.41)

(X ∧ Y ) ∧ Z = X ∧ (Y ∧ Z) (2.42)

が成り立つ。
∧•TM 上に Schouten括弧（Schouten-Nijenhuis括弧）[−,−]S : Γ(∧•TM) × Γ(∧•TM) →

Γ(∧•TM)を以下のように定義する。Schouten括弧 [−,−]SはR上の双線形形式で、ベクトル
場X,Y ∈ X(M) = Γ(TM)に対しては通常のベクトル場の Lie括弧

[X,Y ]S = [X,Y ], (2.43)

と定義する。次に、一般の多重ベクトル場X,Y, Z ∈ ∧•(TM)に対しては、

[X,Y ]S = −(−1)(|X|−1)(|Y |−1)[Y,X]S, (2.44)

[X,Y Z]S = [X,Y ]SZ + (−1)(|X|−1)|Y |Y [X,Z]S, (2.45)

[X, [Y, Z]S]S = [[X,Y ]S, Z]S + (−1)(|X|−1)(|Y |−1)[Y, [X,Z]S]S, (2.46)

となるように拡張する。これはポアソン括弧の定義における 3つの条件式とパラレルで符号
因子をつけた関係式とみなして奇のポアソン括弧ということがある。すなわち、それぞれ符
号つきの歪対称性、Leibniz則、Jacobi恒等式である。ここで |X|はXの多重ベクトル場とし
ての次数である。
次に局所座標表示を計算する。m次、n次の多重ベクトル場X, Y を

X =
1

m!
X i1...im∂i1 ∧ . . . ∧ ∂im , (2.47)

Y =
1

n!
Y i1...in∂i1 ∧ . . . ∧ ∂in , (2.48)
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とする。このとき、[X,Y ]Sはm+ n− 1次の多重ベクトル場で、

[X,Y ]S =
1

(m− 1)!n!
X i1...im∂imY

j1...jn∂i1 ∧ . . . ∧ ∂im−1 ∧ ∂j1 ∧ . . . ∧ ∂jn

− 1

m!(n− 1)!
Y j1...jn∂jnX

i1...im∂j1 ∧ . . . ∧ ∂jn−1 ∧ ∂i1 ∧ ∂im

=

(
1

(m− 1)!n!
X i1...im−1j∂jY

im...jm+n−1 − 1

m!(n− 1)!
Y i1...in−1j∂jX

in...im+n−1

)
×∂i1 ∧ . . . ∧ ∂jm+n−1 (2.49)

と計算される。
ポアソン構造は多重ベクトル場で以下のように記述される。

Theorem 2.2.1 π ∈ Γ(∧2TM)をバイベクトル場とする。すなわち２次の多重ベクトル場と
する。f, g ∈ C∞(M)に対して

{f, g} = π(df, dg), (2.50)

とすると、{−,−}が ポアソン括弧であることと

[π, π]S = 0, (2.51)

が成り立つことは同値である。

xiをM の局所座標としてポアソン括弧が、

{f(x), g(x)} = 1

2
πij(x)

∂f

∂xi
∂g

∂xj
(x), (2.52)

と表されているとき、ポアソンバイベクトル場 πは

π =
1

2
πij(x)∂i ∧ ∂j =

1

2
πij(x)

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
, (2.53)

となる。

Proof πは反対称で微分作用素なので (2.2), (2.3)を満たす。(2.4)を示す。π = 1
2
πij(x)∂i ∧ ∂j

とすると、

[π, π]S =
1

3

(
πil∂π

jk

∂xl
+ πjl∂π

ki

∂xl
+ πkl∂π

ij

∂xl

)
∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
∧ ∂

∂xk
, (2.54)

したがって、この式が 0であることは条件 (2.4)と同値である。
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式 (2.51)を満たす πをポアソンバイベクトル場という。
これからはポアソン構造をポアソンバイベクトル場 πで定義することにする。

Definition 2.2.2 （ポアソンとは限らない）バイベクトル場 πが存在するとき、１形式 α ∈
Ω1(M)に対して π♯ : α→ π♯(α)を、任意の β ∈ Ω1(M)に対して、

〈π♯(α), β〉 = π(α, β), (2.55)

と定義するとT ∗MからTMへの準同型写像π♯ : T ∗M → TMが得られる。２形式ω ∈ Ω2(M)

を考える。ベクトル場X ∈ X(M)に対して

ω♭(X) = ιXω (2.56)

と定義すると準同型写像 TM から T ∗M への準同型写像 ω♭ : TM → T ∗M が得られる。

π, ωが非退化のとき π♯, ω♭はそれぞれ同型写像となる。ハミルトンベクトル場は

Xf = π♯(df) (2.57)

と表せる。微分１形式の空間Ω1(M)上の括弧をすべての α, β ∈ Ω1(M)に対して

[α, β]π = Lπ♯(α)β − Lπ♯(β)α− d(π(α, β)), (2.58)

と定義する。この括弧は完全１形式に対しては

[df, dg]π = d{f, g} (2.59)

となる。さらに α, β ∈ Ω1(M), f ∈ C∞(M)に対して、ライプニッツ則

[α, fβ]π = f [α, β]π + Lπ♯(α)(f)β (2.60)

がなりたつ。

Proposition 2.2.3 πがポアソンバイベクトル場であることと括弧 [−,−]π が Jacobi恒等式
を満たすことは同値である。

[−,−]πをKoszul括弧という。
多重ベクトル場の空間Γ(∧•TM)上で写像dπ : Γ(∧mTM)→ Γ(∧m+1TM)をX ∈ Γ(∧mTM)

に対して、

dπX = [π,X]S, (2.61)

と定義するとπがポアソンバイベクトル場のとき、d2
π = 0となり微分となる。これをPoisson-

Lichnerowicz微分という。(Γ(∧mTM), dπ)はmを次数とした複体となる。
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2.3 標準座標系
以下はシンプレクティック幾何のDarbouxの定理の一般化でWeinsteinの分離定理と言わ
れる。

Theorem 2.3.1 (M,π)をポアソン多様体とする。M 上の点 x ∈M を取ったとき、xの座標
近傍Uで xを原点とする座標を (q1, . . . , qr, p1, . . . , pr, z1, . . . , zs) とする。ここで dimM = d =

2r + sである。このような座標近傍U でポアソン括弧は以下のような標準形に書けるものが
存在する。

π =
r∑

i=1

∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
+

s∑
i,j=1

ϕij(z)
∂

∂zi
∧ ∂

∂zj
(2.62)

ここで関数 ϕij(z)は ϕij(0) = 0となっている ziの滑らかな関数である。

このとき 2rを点 xでのポアソン構造の階数（ランク）という。

Proof rに関する帰納法で示す。階数が r = 0のときは任意の座標系がこの性質を持つので
成り立つ。次に r > 0とする。するとハミルトンベクトル場Xf で x = 0で消えないものが存
在する。するとこのとき、Uを十分小さくとれば座標 (q, p)でXp =

∂
∂q
すなわち q, p = 1 とな

るものが取れる。座標系を (q, w2, w3, . . . , wn)と取り直すと

q, p = 1, (2.63)

[Xq, Xp] = X{p,q} = −X1 = 0, (2.64)

Xp(w) = 0, (2.65)

となる。
次にXqを考える。局所座標でXq = ξ1

∂
∂q

+ ξi
∂

∂wi と書く。上記の式を使うと、ξ1 = 0で ξi

は qによらないことがわかる。さらに xでは

−1 = {p, q}(x) = Xq(p) = ξi(x)
∂p

∂yi
(x), (2.66)

なのでXqはベクトル場Xqはxで消えず、さらにqによらない。これより座標系 (q, p, y3, . . . , yn)

を

Xq = −
∂

∂p
, (2.67)
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となるように取り直すことができる。
ポアソン括弧は

{q, p} = 1, (2.68)

{q, yi} = −Xq(y
i) = 0, (2.69)

{p, yi} = −Xp(y
i) = 0, (2.70)

となるから

π =
∂

∂q
∧ ∂

∂p
+ {yi, yj} ∂

∂yi
∧ ∂

∂yj
(2.71)

となる。ここで、ヤコビ恒等式より、{{yi, yj}, q} = {{yi, yj}, p} = 0, であるから、{yi, yj}は
(q, p)によらない関数であることがわかる。第 2項はランク 2(r− 1)のポアソンバイベクトル
場であるから帰納法を使うことにより

π =
∂

∂q1
∧ ∂

∂p1
+ πij(z)

∂

∂zi
∧ ∂

∂zj
(2.72)

とできることがわかる。

2.4 ポアソンコホモロジー、ポアソンホモロジー
ポアソン多様体 (M,π)上の多重ベクトル場の空間Xm(M)を考える。この空間上に外微分

dπ : Xm(M)→ Xm+1(M) で (dπ)
2 = 0となるものを以下のように定義する。これをポアソン

微分という。

Definition 2.4.1 任意のX ∈ Xm(M)とαi ∈ Ω1(M)に対して、ポアソン微分dπ : Xm(M)→
Xm+1(M)を

dπX(α1, . . . , αm+1) =
m+1∑
i=1

(−1)iLπ♯(αi)X(α1, . . . , α̌i, . . . , αm+1)

+
∑

1≤i<j≤m+1

(−1)i+jα([αi, αj]π, α1, . . . , α̌i, . . . , α̌j, . . . , αm+1)(2.73)

と定義する。

dπは微分である。すなわち d2
π = 0が成り立つ。これにより (Xm(M), dπ)は複体となる。
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Proposition 2.4.2 dπX = [π,X]Sとなる。

Definition 2.4.3

Hm
π (M,R) = Ker(dπ : Xm(M)→ Xm+1(M))/Im(dπ : Xm−1(M)→ Xm(M)) (2.74)

をm次のポアソンコホモロジーという。

Proposition 2.4.4 ポアソン構造 πが非退化、すなわち ω = π−1がシンプレクティック形式
のとき、ポアソンコホモロジーは de Rhamコホモロジーと同型である。すなわち

Hm
π (M,R) ' Hm

dR(M,R). (2.75)

Proof πが非退化のとき、π♯ : T ∗M → TM は同型写像である。この写像から同型写像

Xm(M)→ Ωm(M), (2.76)

Ker(dπ : Xm(M)→ Xm+1(M))→ Ker(d : Ωm(M)→ Ωm+1(M)), (2.77)

Im(dπ : Xm−1(M)→ Xm(M))→ Im(d : Ωm−1(M)→ Ωm(M)) (2.78)

が得られる。これより、同型

Hm
π (M,R) ' Hm

dR(M,R). (2.79)

が得られる。

µ ∈ Ωtop(M)を最高次の非自明な微分形式すなわち体積形式とする。このとき、ハミルト
ンベクトル場Xf に対して、LXf

µも最高次の微分形式であるから

LXf
µ = Xµ(f)µ (2.80)

となる関数 Xµ(f)が存在する。ベクトル場Xµをモジュラーベクトル場という。このとき、

Lemma 2.4.5 1.

dπXµ = 0 (2.81)

2. µ′ = egµのとき、

Xµ′ = Xµ′ −Xg (2.82)
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よってXµを代表元として１次のポアソンコホモロジーの元 [Xµ] ∈ H1
π(M)を取れる。

Definition 2.4.6 [Xµ]をモジュラー類という。すなわち、

mod(M,π) := [Xµ] ∈ H1
π(M) (2.83)

mod(M,π) = 0のとき、(M,π)はユニモジュラーであるという。

M がシンプレクティック多様体で体積形式が Liouville体積要素 µ = 1
n!
ωnのときは、すべて

のハミルトンベクトル場に対して LXf
µ = 0である。
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第3章 力学

3.1 ハミルトン力学
ポアソン構造の基本的応用を述べる。歴史的にはポアソン括弧は力学の方程式の研究の過
程で、Poissonによって発見された。
ユークリッド空間R2nを T ∗Rnと同一視してその座標を (xi, pi)とする。i = 1, . . . , n. ここ
に標準的なシンプレクティック形式

ωcan = dxi ∧ dpi, (3.1)

例 2.1.3の公式 (2.10)を使って、f, g ∈ C∞(R2n)に対して標準的なポアソン括弧を定義するこ
とができる。座標で書くと

{f, g} =
∂f

∂xi
∂g

∂pi
− ∂g

∂xi
∂f

∂pi
, (3.2)

となる。
上記のポアソン括弧を持つR2nに対して、この空間上の点の運動の軌跡を考えるため、時
間に相当する実パラメータ tを導入し 1パラメータの曲線Cを考える。曲線Cを表す式はR2n

の座標で (xi, pi) = (xi(t), pi(t))と tの関数で表される。力学のハミルトン形式では、tを合わ
せたR2n × R上の関数H = H(x, p, t) ∈ C∞(R2n × R)を取り、軌跡Cはポアソン括弧を使っ
た以下の微分方程式の解で表される。

dxi

dt
= {xi, H}, (3.3)

dpi
dt

= {pi, H}, (3.4)

これをハミルトンの運動方程式という。ポアソン括弧を計算すると方程式は、
dxi

dt
=

∂H

∂pi
, (3.5)

dpi
dt

= −∂H
∂xi

, (3.6)
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となる。
xi, piの関数 f(x, p)は df

dt
= 0を満たすとき、関数 f を保存量という。式 (3.5), (3.6)を使

うと、
df

dt
=

∂f

∂t
+
∂f

∂xi
dxi

dt
+
∂f

∂pi

dpi
dt

=
∂f

∂t
+ {f,H} (3.7)

となるので、fが tに陽に依っていない、すなわち、df
dt

=のときには、この条件は {f,H} = 0

となる。保存量を第一積分ともいう。特にハミルトニアンH 自身は {H,H} = 0となるので
第一積分である。

Example 3.1.1 上記のR2nのシンプレクティック形式とポアソン括弧を取る。mを定数とし
て、ハミルトニアンを

H =
1

2m

n∑
i=1

p2i , (3.8)

とする。

Lij = xipj − xjpi, (3.9)

と定義すると、{Lij, H} = 0となるので、Lijは保存量である。Lijを角運動量という。

fiが 1次独立とは dfi ∈ Ω1(M)が各点 x ∈ M を取った時 T ∗
xM 上で１次独立であるという

意味である。

Theorem 3.1.1 (Liouville-Arnoldの定理) 1次独立な n個の関数が存在して fi(x, p)が互
いにポアソン可換、すなわちがすべての i, j = 1, . . . , nに対して

{fi, fj} = 0 (3.10)

となるとき完全積分可能である。さらに、ciを n個の実数として、等値集合

N = {(x, p)|fi = ci} (3.11)

とおく。Nは滑らかな多様体となる。また、Nがコンパクト連結であれば n次元トーラス T n

となる。

20



この定理が成り立っているときLiouvilleの意味で可積分ともいう。
このとき、n次元トーラス T nの座標（角度変数）θiとその共役運動量 Ii = fiを変数に取
ることができる。(θi, Ii), i = 1, · · · , nを作用角度変数という。すなわちシンプレクティック形
式を

ω = dθi ∧ dIi (3.12)

と取ることができる。
シンプレクティック形式を使ってR2nの体積要素を

µ =
1

n!
ωn (3.13)

と定義することができる。これを Liouville体積要素という。Xf を関数 f ∈ C∞(M)のハミル
トンベクトル場とすると、一般に LXf

ω = 0なので

LXf
µ = 0 (3.14)

となる。ハミルトンベクトル場の流れで体積要素が保存される。これを Liouvilleの定理と
いう。
X(M)のベクトル場の部分集合Dを考える。（Dを分布 distributionという。）Dの任意の
元X,Y ∈ Dに対して [X,Y ] ∈ DとなるときDは包合的 (involutive)であるという。またD
は Frobeniusの意味で可積分という。

3.2 変分原理
ハミルトニアンHが与えられたとき

L = pi
dxi

dt
−H, (3.15)

をラグランジアンという。HからLを求めるこの式を逆ルジャンドル変換、逆にこれを解い
て LからHを求める式、

H = pi
dxi

dt
− L, (3.16)

をルジャンドル変換という。zi = ẋi = dxi

dt
とおくと、L = piz

i − H(x, p)であるから、L =

L(x, p, z)は３変数関数であるが、(3.5)を使うと ∂L
∂pi

= 0なので、Lは piによらない。よって
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ziを xiと独立な変数と考えて、ラグランジアン Lは xと zの２変数の関数 L = L(x, z)とな
る。piは

pi =
∂L

∂zi
, (3.17)

求められる。
Lの tでの積分

S =

∫
[0,1]

dt L =

∫
R
dt

(
pi
dxi

dt
−H

)
(3.18)

を作用汎関数という。物理では tは積分区間はRだが、非有界区間での積分は収束の議論が
必要なため、ここでは議論を簡単にするため区間 [0, 1]で定義する。(xi, pi)は [0, 1]から R2n

への連続関数の空間C([0, 1],R2n)の元とする。変分原理とは、汎関数 Sの空間C([0, 1],R2n)

の中の停留点が運動方程式となる。という原理である。
(xi(t), zi(t))を変数とする関数の空間を C([0, 1],R2n)とする。この集合上の (xi, zi)の無限
小変化を (δxi, δzi) とするとC([0, 1],R2n)の元 f(x, z)の無限小変化は

δf(x, z) =
∂f

∂xi
δxi +

∂f

∂pi
δpi (3.19)

となるので、作用汎関数 Sの無限小変化は

δS =

∫
[0,1]

dt δL

=

∫
[0,1]

dt

(
∂L

∂xi
δxi +

∂L

∂zi
δzi
)

(3.20)

となるが、zi = ẋi = dxi

dt
である。これは数学的には１次のジェット空間 J1([0, 1],R2n)を考え

ることに相当する。このとき、
∂L

∂zi
δzi =

∂L

∂zi
δ

(
dxi

dt

)
= −

(
d

dt

∂L

∂zi

)
δxi +

d

dt

(
∂L

∂zi
δxi
)

(3.21)

となる。正確には、この式は変分二重複体 (variational bicomplex)の理論などで正当化され
る。これより、

δS =

∫
[0,1]

dt

(
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂zi

)
δxi +

∫
[0,1]

dt
d

dt

(
∂L

∂zi
δxi
)
. (3.22)
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境界項が ∫
[0,1]

dt
(
∂L
∂zi
δxi
)
= ∂L

∂zi
(1)δxi(1)− ∂L

∂zi
(0)δxi(0) = 0、すなわち xi(0) = xi(1) = 0と仮

定すると、

δS =

∫
[0,1]

dt

(
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂zi

)
δxi (3.23)

よって、運動方程式
∂L

∂xi
− d

dt

∂L

∂ẋi
= 0, (3.24)

が得られる。この方程式を Euler-Lagrange方程式という。
ハミルトン形式の場合は以下のようになる。空間C([0, 1],R2n)での (xi, pi)の無限小変化を

(δxi, δpi)とするとC([0, 1],R2n)の元 g(x, p)の無限小変化は

δg(x, p) =
∂g

∂xi
δxi +

∂g

∂pi
δpi (3.25)

となるので、作用汎関数 Sの無限小変化は

δS =

∫
[0,1]

dt δL

=

∫
[0,1]

dt

(
dxi

dt
δpi + pi

d

dt
δxi − ∂H

∂xi
δxi − ∂H

∂pi
δpi

)
=

∫
[0,1]

dt

[(
−dpi

dt
− ∂H

∂xi

)
δxi +

(
dxi

dt
− ∂H

∂pi

)
δpi

]
+

∫
[0,1]

dt
d

dt
(piδx

i) (3.26)

となる。境界項が ∫
[0,1]

dt d
dt
(piδx

i) = pi(1)δx
i(1)−pi(0)δxi(0) = 0、すなわち pi(0) = pi(1) = 0

と仮定すると、条件 δS = 0よりハミルトンの運動方程式 (3.5), (3.6)が得られる。

23



第4章 Lie群、Lie代数、運動量写像

4.1 Lie群、Lie代数
Gを演算m : G×G→ Gを持つ群とする。x, y ∈ Gに対してm(x, y) = xy ∈ Gと書く。

Definition 4.1.1 Gを滑らかな多様体とする。さらに、Gが群ですべての演算、具体的には
積と逆元を取る演算、

(x, y) 7→ xy, (4.1)

x 7→ x−1 (4.2)

が滑らかなときGを Lie群という。

Example 4.1.1 実数成分の n次正方行列の集合をMn(R)とする。

GL(n,R) = {A ∈Mn(R)| det(A) 6= 0} (4.3)

は行列の積で Lie群となる。

Definition 4.1.2 gを Rまたは Cのベクトル空間とする。g上の Rまたは C 双線型写像
[−,−] : g× g→ gが任意の x, y, z ∈ gに対して

[x, y] = −[y, x], (4.4)

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0, (4.5)

を満たすとき Lie括弧という。Lie括弧が定義されたベクトル空間 (g, [−,−])を Lie代数また
は Lie代数という。

Example 4.1.2 R上のn次正方行列の集合Mn(R)を考える。A,B ∈Mn(R)に対して [A,B] :=

AB − BAと定義するとMn(R)は Lie代数となる。
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Lie群 Gの単位元 eの接空間 TeGは Lie代数となる。これを Lie群 Gの Lie代数といい、
g = Lie(G)と書く。
具体的には以下のように定義する。Lie群に対して、Lg : G→ Aut(G)を gh = Lghと定義
する。これを左移動という。右移動Rg : G→ Aut(G)を hg = Rghと定義する。Lie群G上の
ベクトル場XがすべてのG対して、(Lg)∗X = XとなるときXを左不変ベクトル場という。
ベクトル場に対しては、a, bを定数として

(Lg)∗(aX + bY ) = a(Lg)∗X + b(Lg)∗Y, (4.6)

(Lg)∗[X,Y ] = [(Lg)∗X, (Lg)∗Y ], (4.7)

が成り立つから、X,Y が左不変ベクトル場のとき、aX + bY , [X,Y ]も左不変ベクトル場で
ある。すなわち左不変ベクトル場の集合は Lie代数となる。

Definition 4.1.3 Lie群Gの左不変ベクトル場の集合を g = Lie(G)と書き Lie群Gの Lie代
数という。

左不変ベクトル場Xに対してG単位元 eでの接ベクトルXe ∈ TeGがただ一つ決まる。この
集合を g = Lie(G)と書いて Lie群Gの Lie代数ということもある。逆に TeGの元が与えられ
たときこれから左不変ベクトル場を作ることができる。a ∈ TeGを一つ取り aで生成される
１パラメータ群を eta = exp(ta)と書く。これは微分方程式 d

dt
exp(ta) = exp(ta)aの解である。

ここで t ∈ Rをパラメータとする。
eta ∈ Gととると getaで gを通る軌道が取れる。 d

dt
geta|t=0は TgGにおける接ベクトルXg

となる。これよりベクトル場X ∈ X(G)が決まる。このベクトル場は左不変である。このベ
クトル場を基本ベクトル場という。
以下のように Lie代数の双対空間 g∗には標準的にポアソン構造が入る。

Example 4.1.3 [Killirov-Kostant-Souriau ポアソン構造] gを有限次元Lie代数とする。すな
わち gは Lie括弧 [−,−]が定義された有限次元ベクトル空間とする。Lie代数 gの双対空間 g∗

を考える。g∗もベクトル空間であるから、通常のユークリッド空間Rnと考えて、C∞関数の
空間C∞(g∗)を考えることができる。
C∞(g∗)上にポアソン括弧を以下のように定義することができる。ξ ∈ g∗として関数f(ξ), g(ξ) ∈

C∞(g∗)を考える。g∗はベクトル空間なので接空間Tξg
∗を同一視して微分写像 dξf : Tg∗ → R

を g∗∗ ' gの元とみなす。このとき、

{f, g}(ξ) = 〈ξ, [dξf, dξg]〉 (4.8)
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と定義すると、ポアソン括弧となる。これを線形ポアソン構造という。このポアソン構造の
ポアソンバイベクトル場 πg∗は u, v ∈ g = T ∗

ξ g
∗に対して

πg∗(u, v)ξ := 〈ξ, [u, v]〉 (4.9)

と定義される。xaを g∗の座標、Cc
abを Lie代数の構造定数とする。すなわち、eaを gの基底、

eaを g∗の基底とすると ξ = xae
a, [ea, eb] = Cc

abecとする。このとき、局所座標で書くと

{f(x), g(x)} = 1

2
Cc

abxc
∂f

∂xa

∂g

∂xb
, (4.10)

となる。

Proposition 4.1.4 gを Lie代数とするとき、g∗はポアソン多様体である。

4.1.1 Lie群、Lie代数の作用
Definition 4.1.5 群GのMへの作用とは、写像 a : G×M →Mであって以下の 1, 2の性質
をみたすもののことである。（右）作用を (g, x) 7→ g · xとすると、

1. g, h ∈ Gと x ∈M に対して

g · (h · x) = (gh) · x. (4.11)

2. 単位元 e ∈ Gに対して

e · x = x. (4.12)

Lie群の作用があったとき、Lie代数 gの作用が以下のように誘導される。gの元 gと対応
する TeGの元を aとすると t ∈ Rとして g = etaである。一方Xe = aとなる左不変ベクトル
場X ∈ gが取れる。これはX = d

dt
eta|t=0となっている。Lie群の作用は

g · x = (exp ta) · x, (4.13)

となるので TeGでの作用は、
d

dt
(exp ta) · x|t=0 = Xx, (4.14)

26



となる。ここで、写像 ρ : g = TeG→ TM をX = ρ(a)と定義すると、この式は、 d
dt
(exp ta) ·

x|t=0 = ρ(a)xとなる。ρを Lie代数 gのM への作用を定義する写像と考えることができる。
g ∈ Gに対して Lie群の随伴作用 φgを h ∈ Gに対して

φg(h) := ghg−1 (4.15)

と定義する。φgの微分をAdgと書く。すなわち h = etXとして、a ∈ gを Lie群Gの Lie代数
の元とするとき、

AdgX :=
d

dt
φg(e

ta)
∣∣
t=0

(4.16)

を Lie群Gの Lie代数 g上への随伴作用という。これをAdga = gag−1とも書く。
余随伴作用Ad∗ : G× g∗ → g∗ を ξ ∈ g∗, a ∈ gに対して、

〈Ad∗
g(ξ), a〉 := 〈ξ, Adg−1(a)〉 (4.17)

と定義する。この写像の gに関する微分を ad∗ : g→ X(g∗) と書く。すなわち g = etbとして

(ad∗
b)(ξ) :=

d

dt
Ad∗

exp(tb)(ξ)
∣∣
t=0

(4.18)

と定義する。

adg−1(a) =
d

dt
(Ade−tb(a))

∣∣
t=0

=
d

dt
(e−tbaetb)

∣∣
t=0

= −[b, a] (4.19)

であるから、式 (4.17)より

〈(ad∗
b)(ξ), a〉 = −〈ξ, [b, a]〉 (4.20)

となる。
式 (4.23)の左辺は µ([a1, a2]) = −µ(ada1a2)とかける。ここで adは Lie代数の随伴作用であ
る。g∗と gのペアリングを 〈−, −〉とすると µ(a) = 〈µ, a〉と書けるから、g∗上の余随伴作用
ad∗を

〈ad∗
a1
µ, a2〉 = −〈µ, ada1a2〉 (4.21)

で定義すると、式 (4.23)は ad∗
a1
µ = −ρ(a1)µと書ける。

シンプレクティック多様体に Lie群作用が存在するとき運動量写像が構成できる。
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Definition 4.1.6 (M,ω)をシンプレクティック多様体とする。写像µ :M → g∗がa, a1, a2 ∈ g

に対して、

dµ(a) = −ιρ(a)ω, (4.22)

µ([a1, a2]) = ρ(a1)µ(a2) (4.23)

を満たすとき、µを運動量写像という。

上記を満たす 4つ組 (M,ω,G, µ)をハミルトンG空間という。

Definition 4.1.7 M を可微分多様体、ω ∈ Ω2(M)を微分２形式、µ :M → g∗とする。この
とき、以下を満たすとき (M,ω, µ)はハミルトニアンG空間という。

1. Lie群GがM に作用する。

2. ωはシンプレクティック形式

3. 任意の ε ∈ gに対して、ιXµ(ϵ)
ω = d〈µ, ε〉。ここでXµ(ϵ)は gのM への作用 g → X(M)

から求められるベクトル場Xµ(ϵ) ∈ X(M)である。

条件 3より ωは LXµ(ϵ)
ω = (ιXµ(ϵ)

d + dιXµ(ϵ)
ω) = d2〈µ, ε〉 = 0を満たす。M が連結ならG不

変, g∗ω = ωとなる。µ :M → g∗はG同変である。すなわち µ(g · x) = Ad∗
gµ(x).

式 (4.22)より１次のコホモロジー類 [ιXµ(g)
ω] ∈ H1(M,R)がゼロでなければ運動量写像は存

在しない。すなわちH1(M,R) = 0のとき運動量写像が存在する。

Proposition 4.1.8 Gが半単純のとき運動量写像が存在する。

Proposition 4.1.9 µと µ′が２つの運動量写像のとき µ′ − µ =const. ∈ g∗

これは式 (4.22)よりわかる。

4.1.2 余随伴軌道
Gx := {g ∈ G|g · x = x}を安定化部分群または等方部分群 (isotropy subgroup)という。
Ox := G · x = {g · x|g ∈ G}を x ∈M を通る軌道 (orbit)という。

Definition 4.1.10 ξ ∈ g∗とするとき、Oξ := {Ad∗
gξ|g ∈ G} を余随伴軌道 (coadjoint orbit)

という。
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OξにはGが推移的に作用する。すなわちOξ = G/Gξとなる。微分写像を考えると

aOξ
: g→ TξOξ (4.24)

を a 7→ (ad∗
a)ξ と決めると全射である。特に

TξOξ = {(ad∗
a)ξ|a ∈ g} (4.25)

Theorem 4.1.11 Oξ上にシンプレクティック形式 ωが存在する。また (Oξ, ω, µ : Oξ ↪→ g∗)

はハミルトニアンG空間である。

TξO ⊂ g∗として、v : g→ TξOを vξ(a) = ad∗
a(ξ)と定義する。この写像は全射で、特に

TξO = {ad∗
a(ξ)|v ∈ g} (4.26)

となる。
η ∈ Oξ, a, b ∈ gに対して

ω(vξ(a), vξ(b)) = 〈ξ, [a, b]〉 (4.27)

とする。これは閉２形式である。また、これは vの全射性より非退化となることが示せる。
よってシンプレクティック形式である。この ωηからOξに作られるポアソン括弧は例 4.1.3の
(4.9)と一致する。

Proof

Example 4.1.4 3.1章で説明した R2n上のシンプレクティック形式とポアソン括弧を取る。
ここで、R2n = T ∗Rnとみなしている。Rnへの回転群 SO(n)の作用を考える。SO(n)の Lie

代数 so(n)は n次の交代行列の集合、

so(n) = {A ∈Mn(R)|tA = −A}, (4.28)

で、Rnにはベクトル場として作用する。その基底は

ρij = xi
∂

∂xj
− xj ∂

∂xi
, i, j = 1, . . . , n, (4.29)
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である。ρijに対する運動量写像は ιρijω = −dL(eij)を解いて、

Lij = L(eij) = xipj − xjpi, (4.30)

となる。ここで eijは so(n)の基底で、(i, j)成分が (−1)i+j、(j, i)成分が−(−1)i+j、他の成分
が 0の n次正方行列である。n = 3の時は R3は 3次元の空間となり、Lij は角運動量といわ
れる。
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第5章 Poisson-Lie群

5.1 Poisson-Lie群
Definition 5.1.1 GをLie群とする。さらに、Gがポアソン多様体であるとする。すなわち、
G上にポアソンバイベクトル場 π ∈ Γ(∧2TG)が定義されているとする。このとき、群の積、

m : G×G→ G, (g, h) 7→ gh, (5.1)

がポアソン写像であるとき、Gを Poisson-Lie群という。

ここで、G×G上には定義 2.1.10で定義されるポアソン構造を入れる。Poisson-Lie群の条件
は x0, y0 ∈ G, f, g ∈ C∞(G)に対して、

{f, g}(x0y0) = {f, g}x(xy0)|x=x0 + {f, g}y(x0y)|y=y0 (5.2)

を意味する。この条件は、ポアソンバイベクトル場では、

π(xy) = (dxRy ⊗ dxRy)π(x) + (dyLx ⊗ dyLx)π(y) (5.3)

と書ける。ここで

Rxy := yx, (5.4)

Lxy := xy, (5.5)

である。

Remark 5.1.1 定義から π(e) = 0となるので、このポアソン構造はシンプレクティック構造
ではない。

Example 5.1.1 実数係数の n次正方行列の集合をMn(R)とする。

SL(2,R) = {A ∈M2(R)| det(A) = 1} (5.6)
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とする。行列を

A =

(
a b
c d

)
(5.7)

とおくと、ad− bc = 1であるとき、A ∈ SL(2,R)である。このAに対して、

{a, b} = 1

4
ab, {a, c} = 1

4
ac, {a, d} = 1

2
bc, (5.8)

{b, c} = 0, {b, d} = 1

2
bd, {c, d} = 1

4
cd, (5.9)

と定義すると Poisson-Lie群となる。このポアソン括弧は {x, ad− bc} = 0を満たす。

次に、Poisson-Lie群に対応する Lie代数として Lie双代数 (Lie bialgebra)を定義する。

Definition 5.1.2 gをLie代数とする。このとき、線形写像 δ : g→ g⊗ gが存在して x, y ∈ g

に対して

δ([x, y]) = [δ(x), 1⊗ y + y ⊗ 1] + [x⊗ 1 + 1⊗ x, δ(y)] (5.10)

を満たすとき余括弧（cobracket）という。

Theorem 5.1.3 余積 δ が存在するとき、g∗ 上に括弧 [−,−]g∗ が以下のように定義できる。
ξ, η ∈ g∗の括弧積を、任意の x ∈ gに対して

〈[ξ, η]g∗ , x〉 = 〈δ(x), ξ ⊗ η〉 (5.11)

とすると、[−,−]g∗は双線型写像となる。

交代化積AltをAlt(a⊗ b⊗ c) = a⊗ b⊗ c+ b⊗ c⊗ a+ c⊗ a⊗ b と定義する。

Definition 5.1.4 gを Lie代数として余括弧 δが定義されているとする。余括弧が

Alt(δ ⊗ id)δ(x) = 0 (5.12)

を満たすとき、(g, δ)を Lie双代数 (Lie bialgebra)という。

Theorem 5.1.5 gが Lie双代数のとき括弧 [−,−]g∗は Lie括弧となる。すなわち Jacobi恒等
式を満たし g∗は Lie代数となる。

Definition 5.1.6 (g, [−,−], δ)を Lie双代数とする。このとき d = g ⊗ g∗をDrinfeldダブル
という
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dは Lie代数となる。

Example 5.1.2

sl(2,C) = {A ∈M2(C)|tr(A) = 0} (5.13)

とする。基底を

h =

(
1 0
0 −1

)
, e =

(
0 1
0 0

)
, f =

(
0 0
1 0

)
(5.14)

ととると、

[h, e] = 2e, [h, f ] = −2f [e, f ] = h (5.15)

余括弧を

δe =
1

2
e ∧ h, δf =

1

2
f ∧ h, δh = 0, (5.16)

と定義すると Lie双代数となる。

実際

δ([h, e]) = δ(2e) = e ∧ h, (5.17)

(adh ⊗ 1 + 1⊗ adh)δ(e)− (ade ⊗ 1 + 1⊗ ade)δ(h)

= (adh ⊗ 1 + 1⊗ adh)
1

2
e ∧ h+ 0

=
1

2
[h, e] ∧ h = e ∧ h, (5.18)

となる。

Theorem 5.1.7 Gを単連結 Poisson-Lie群とする。このとき g = TeGは Lie双代数である。

Proof ???? π : G→ ∧2gをポアソンバイベクトル場とする。Poisson-Lie群より、

π(xy) = π(x) + (Ad(x)⊗ Ad(x))π(y) (5.19)

a ∈ g、t ∈ Rとして x = etaを代入して π(etay)′|t=0を計算し微分写像を考えると、

dπ(y) = deπ(a) + [a⊗ 1 + 1⊗ a, dπ(y)]

= δ(a) + ad(a)dπ(y), (5.20)

π(e) = 0, (5.21)
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x = eta, y = etbを代入して π(etay)′|t=0を計算し微分写像を考えると、

dπ([a, b]) = [a⊗ 1 + 1⊗ a, dπ(b)]− [b⊗ 1 + 1⊗ b, dπ(a)] (5.22)

δ = dπとおくと、Lie双代数となる。

Definition 5.1.8 V をベクトル空間とする。Cn = Hom(∧ng, V ) を考える。このとき、f ∈
Cn,xi ∈ gとして、境界作用素 ∂を

∂f(x1 ∧ . . . xn+1) =
n+1∑
i=1

xif(x1 ∧ . . . ∧ x̌i ∧ . . . ∧ xn+1)

+
∑
i<j

(−1)i+jf([xi, xj], x1 ∧ . . . ∧ x̌i ∧ . . . ∧ x̌j ∧ . . . ∧ xn+1)(5.23)

と定義する。ここで x̌iは xiを取り除くことを表す。

Theorem 5.1.9 ∂2 = 0となる。

Theorem 5.1.10 δ : g→ ∧2gはHom(g,∧2g)の元となる。δが余括弧すなわち式 (5.10)を満
たすことは V = ∧2gに値を取る 1コサイクルであることと同値である。つまり ∂δ = 0.

Definition 5.1.11 ∧2gをHom(R,∧2g)と同一視する。このとき、r ∈ ∧2gで δ = ∂rとなる
ものが存在するとき、すなわち、任意の a ∈ gに対して

δ(a) = ∂r(a) = [a⊗ 1 + 1⊗ a, r], (5.24)

となるとき、(g, [−,−], δ)はコバウンダリ Lie双代数という。

x ∈ g⊗2 = g ⊗ gが x =
∑

i yi ⊗ zi ∈ g ⊗ gと表されているとき、x12 =
∑

i yi ⊗ zi ⊗ 1 ∈ g⊗3,

x13 =
∑

i yi ⊗ 1⊗ zi ∈ g⊗3とする。

Theorem 5.1.12 rが古典Yang-Baxter方程式 g⊗2 → g⊗3

r 7→ CYB(r) = [r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0, (5.25)

を満たすとき、(g, [−,−], δ)はコバウンダリ Lie双代数である。

このとき rは古典 r-行列という。

Proof

Alt((δ ⊗ id)δ(x)) + [x,CYB(r)] = 0. (5.26)
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第6章 亜群と亜代数

6.1 Lie亜群
亜群 G ⇒M を定義する。

Definition 6.1.1 (G,M) を集合とし s : G → M および t : G → M をそれぞれ GからM へ
の写像とする。以下の条件を満たすとき (G,M)を亜群 (groupoid)という。
G の 2つの元 g, hに対して t(g) = s(h)のとき積 gh ∈ Gが定義され、s(gh) = s(g)、t(gh) =

t(h)となる。さらにこの積に対して以下が成り立つ。ここで s(g) = x, t(g) = yとおく。

1. 積が定義される G の 3つの元 g, h, kに対して結合律 (gh)k = g(hk)が成り立つ。

2. 各 xに対して g1y = 1xg = g、s(1x) = t(1x) = x を満たす 1x ∈ Gが存在する。1xを単
位元という。

3. Gの任意の元 gに対して gg−1 = 1y, g
−1g = 1xとなる Gの元 g−1が存在する。このとき

s(g−1) = y, t(g−1) = xとなる。

Gの元をアロー (arrow)といい、sをソース写像、tをターゲット写像という。亜群を G ⇒M

という記号で書く。

Definition 6.1.2 G,M が滑らかな多様体ですべての演算が滑らかであり、（s, tが沈め込み
写像であるとき、）亜群 G ⇒M を Lie亜群 (Lie groupoid)という。

Example 6.1.1 (群) M = {∗}を１つ元の集合とする。このとき、s = tとなり、Gは群で
ある。

Example 6.1.2 (pair groupoid) Mを集合とする。G =M ×M とし、g = (x, y) ∈ Gに対
して s(g) = x, t(g) = yと定義する。次に、積を (x, y) ∈ G, (y, z) ∈ G に対して (x, y) · (y, z) =
(x, z)と定義すると亜群となる。
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Example 6.1.3 (action groupoid) 集合M に群Hが作用しているとする。x ∈M , α ∈ H
に対して、Gの元を g = (αx, x)と決め、s(g) = αx, t(g) = xと定義する。すると G ⇒ M は
亜群となる。

Example 6.1.4 (fundamental groupoid) M を多様体として、Gの元 gをM の 2つの点
xから yへの向きのついた連続曲線 γとし、s(g) = x, t(g) = yとする。
Gの 2つの元の積を以下のように決める。M 上の点 xから yへの曲線 gと yから zへの曲
線 hに対して、ghを 2つの曲線をつなげた xから zへの曲線とする。すると G ⇒M は亜群
となる。

x
g

++ y
h

++ z

6.2 シンプレクティック亜群
亜群 G上の関数 f ∈ C∞(G)が乗法的 (multiplicative) とは、任意の g, h ∈ Gに対して、

f(g · h) = f(g) + f(h) (6.1)

であることである。G(2) = G × Gとして積をm : G(2) → G, m(g, h) = g · hと書く。G(2)の第
１成分と第２成分への射影をそれぞれ pr1、pr2 とする。すると、式 (6.1)は

m∗f = pr∗1f + pr∗2f (6.2)

と書ける。
一般に G上の微分形式 α ∈ Ωk(G)が

m∗α = pr∗1α + pr∗2α (6.3)

を満たすとき乗法的微分形式という。
(G,M)を Lie亜群とする。ここで Gがシンプレクティック多様体であるとする。すなわち、
G上に非退化閉２形式 ωが存在するとする。

Definition 6.2.1 G(3) = G×G×G の部分多様体L = {(x, y, z)|xy = z}をGのグラフという。
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Definition 6.2.2 Gがシンプレクティック多様体のとき、G(3)上のシンプレクティック形式を
ω(3) = (−ω)× (−ω)× ωとする。Lがこのシンプレクティック形式で Gの Lagrangian部分多
様体のとき、すなわち、ω(3)|L = 0のとき、Gをシンプレクティック亜群という。

Proposition 6.2.3 シンプレクティック亜群のシンプレクティック形式は乗法的である。

Example 6.2.1

6.3 Lie亜代数

Definition 6.3.1 Eを滑らかな多様体上のベクトル束とする。E上にアンカー写像 (anchor

map)と呼ばれる束写像 ρ : E → TM と Lie括弧 [−,−] : Γ(E) × Γ(E) → Γ(E) が存在して、
任意の ei ∈ Γ(E)と f ∈ C∞(M)に対してライプニッツ則

[e1, fe2] = f [e1, e2] + ρ(e1)f · e2, (6.4)

が成り立つとき (E, ρ, [−,−])を Lie亜代数 (Lie algebroid) という。

Lie亜代数は Lie代数や多様体上のベクトル場の空間の一般化である。

Example 6.3.1 (Lie 代数) Mが１点からなる集合M = {pt}のとき、Lie亜代数はLie代数
である。

Example 6.3.2 (接Lie亜代数 (tangent Lie algebroid)) ベクトル束を接束E = TMとし
ρ = idとする。括弧 [−,−]を通常のベクトル場の Lie括弧とする。すると (TM, id, [−,−])は
Lie亜代数となる。これを接 Lie亜代数という。

Example 6.3.3 (作用Lie亜代数 (Action Lie algebroid)) 滑らかな多様体M に Lie群 G

が滑らかな作用をしているとする。g, h ∈ G, p ∈ M として、作用とは写像 M × G → M ,

(p, g) 7→ p · gで、

((p, g), h) = (p, gh) (p, e) = p (6.5)
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を満たすもののことである。gをGのLie代数として、これの微分写像M × g→Mによって
Lie代数 gの多様体M への作用が求められる。これより束写像 ρ : M × g → TM が決まる。
これは ei ∈ gとして Lie代数の準同型となる。すなわち

[ρ(e1), ρ(e2)] = ρ([e1, e2]), (6.6)

を満たす。(ρ, [−,−])は Lie亜代数の定義みたすことが示せる。(E = M × g, ρ, [−,−]). この
Lie亜代数を作用 Lie亜代数 (action Lie algebroid)という。

Example 6.3.4 (ポアソン多様体の余接束) 重要な Lie亜代数としてポアソン構造から構成
される Lie亜代数がある。
(M,π) をポアソン多様体とする。ポアソンバイベクトル場 π ∈ Γ(∧2TM)から束写像 π♯ :

T ∗M → TM , α 7→ π♯(α)をすべての微分１形式 β ∈ Ω1(M)に対して 〈π♯(α), β〉 = π(α, β) と
定義する。微分１形式の空間Ω1(M)上の Lie括弧をすべての α, β ∈ Ω1(M)に対して

[α, β]π = Lπ♯(α)β − Lπ♯(β)α− d(π(α, β)), (6.7)

と定義する。この括弧をKoszul括弧という。上記の写像π♯ : T ∗M → TMをアンカーρ = −π∗

とする。すると、(T ∗M,−π♯, [−,−]π)は Lie亜代数という。これをポアソ Lie亜代数という。

Example 6.3.5 (捻ったポアソン構造 (Twisted Poisson structure)) 多様体M 上でバイ
ベクトル場 π ∈ Γ(∧2TM)と 3形式 H ∈ Ω3(M)を考える。〈⊗3π, H〉は任意の 1形式 α1 ∈
Ω1(M)に対して、
〈⊗3π, H〉(α1, α2, α3) := H(π♯(α1), π

♯(α2), π
♯(α3)) と定義する。このとき πとHが、

1

2
[π, π]S = 〈⊗3π, H〉, (6.8)

dH = 0, (6.9)

を満たすとき (M,π,H)を捻ったポアソン多様体という。これはH = 0のときポアソン多様
体である。束写像アンカーをポアソン多様体のときと同様に ρ = −π♯ : T ∗M → TM と定義
する。またΩ1(M)上の Lie括弧を任意の α, β ∈ Ω1(M)に対して

[α, β]π,H = Lπ♯(α)β − Lπ♯(β)α− d(π(α, β)) + ιπ♯(α)ιπ♯(β)H, (6.10)

と定義すると、(T ∗M,−π♯, [−,−]π,H)は Lie亜代数となる。
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次に Lie亜群と Lie亜代数の関係を考える。これは Lie群と Lie代数の関係の一般化となっ
ている。

Definition 6.3.2 Lie亜群G ⇒Mの左不変ベクトル場とは以下を満たすベクトル場X ∈ X(G)
である。

1. Xはターゲット写像 tに接する。

2. ２つの積が可能な元 g, h ∈ Gに対して

dLgXh = Xgh (6.11)

uを亜群の単位元とする。多様体M 上の Lie亜群 G ⇒ M に対してターゲット写像の微分の
単位元上のベクトル束 A = Ker(dt)|u(M) → M を考える。これは e ∈ Ker(dt)|u(M)に対して
dLg(e|1s(g))とすることにより G ⇒M の左不変ベクトル場の空間と同一視できる。

Theorem 6.3.3 アンカー写像 ρ : A→M を

ρx := d1xs : Ax = Ker(dt)|1x → TxM, (6.12)

さらにAx上のLie括弧をベクトル場のLie括弧を制限したものとして決める。つまり、e1, e2 ∈
Ker(dt)|u(M)に対応した左不変ベクトル場 ê1, ê2に対して

[̂e1, e2] := [ê1, ê2] (6.13)

と定義する。このとき、(A, [−,−], ρ)はリー亜代数となる。

Proof f ∈ C∞(M) σ, τ ∈ Γ(Lie(G)) とする。(̂fτ) = (s∗f)τ̂ と (σ̂ = ρ(σ)より）σ̂(s∗f) =

s∗(ρ(σ))f であることから

[̂σ, fτ ] = [σ̂, s∗f τ̂ ] = s∗f [σ̂, τ̂ ] + s∗(ρ(σ)f)τ̂ = ̂f [σ, τ ] + (ρ(σ)f)τ . (6.14)

Lie群と Lie環については以下のように Lie環に対して対応する Lie群が必ず存在する。

Theorem 6.3.4 (Lieの第 3定理) 任意の実有限次元Lie環 gに対して、g = TeGとなる単連
結 Lie群Gが存在する。

これは Lie亜群と Lie亜代数についてはかならずしも成り立たない。
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6.4 Lie亜代数上のLie亜代数微分
リー亜代数 Eに対して、双対束 E∗の外積代数 ∧•E∗を考え、その切断の空間 Γ(∧•E∗)を
考える。Γ(∧•E∗)の元をE微分形式という。E∗の基底を eaとすると、α ∈ Γ(∧mE∗)は局所
的に

α =
1

m!
αa1...am(x)e

a1 ∧ . . . ∧ eam , (6.15)

と、交代テンソルで表される。
この空間上に外微分 Ed : Γ(∧mE∗) → Γ(∧m+1E∗) で (Ed)2 = 0となるものを以下のように
定義できる。これを Lie亜代数のE微分 (Lie亜代数微分)という。

Definition 6.4.1 任意の α ∈ Γ(∧mE∗)と ei ∈ Γ(E)に対して、E 微分 Ed : Γ(∧mE∗) →
Γ(∧m+1E∗)を

Edα(e1, . . . , em+1) =
m+1∑
i=1

(−1)i−1ρ(ei)α(e1, . . . , ěi, . . . , em+1)

+
∑

1≤i<j≤m+1

(−1)i+jα([ei, ej], e1, . . . , ěi, . . . , ěj, . . . , em+1), (6.16)

と定義する。∗

Lie亜代数の定義式を使うと (Ed)2 = 0が示せる。

Proof

——————————————————-

Definition 6.4.2

Hm
LA(M) = Ker(Ed : Γ(∧mE∗)→ Γ(∧m+1E∗))/Im(Ed : Γ(∧m−1E∗)→ Γ(∧mE∗)), (6.17)

をm次の Lie亜代数コホモロジーという。

∗式 (6.16)で、添え字 i, j は M の局所座標ではなく Γ(E)の元の順序を表す。
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6.5 接続
Lie亜代数Eはベクトル束なので、ベクトル束の通常の接続∇を考えることができる。ベク
トル束Eの接続とはR-線形写像∇ : Γ(E)→ Γ(E⊗T ∗M) で、任意の e ∈ Γ(E), f ∈ C∞(M)

に対してライプニッツ則、

∇(fe) = f∇e+ (df)⊗ e, (6.18)

を満たすものである。
E∗上の双対接続を任意の µ ∈ Γ(E∗)と e ∈ Γ(E)に対して、

d〈µ, e〉 = 〈∇µ, e〉+ 〈µ, ∇e〉, (6.19)

と定義する。
局所座標表示を考える。eaをEの基底、eaをE∗の基底とすると、接続１形式はω = ωb

aidx
i⊗

ea⊗ ebと書け、これを使って接続は∇iea = −ωb
aidx

i⊗ eb および∇ie
a = ωa

bidx
i⊗ ebと書ける。

一般の切断 u = uaea ∈ Γ(E)および α = αae
a ∈ Γ(E∗) の共変微分は

∇iu
a = ∂iu

a − ωa
biu

b, (6.20)

∇iαa = ∂iαa + ωb
aiαb, (6.21)

となる。
接続と双対接続はベクトル束 F に値を取る微分作用素として拡張できる。これを共変外微
分という。Ωl(M,F ) = Γ(M,∧lT ∗M ⊗ F ) を F に値を取る l次微分形式の空間とする。共変
微分∇ : Γ(F )→ Γ(F ×T ∗M)が与えられたとき、微分形式の次数を１上げる微分作用素（共
変外微分）∇ : Ωl(M,F )→ Ωl+1(M,F )は α ∈ Ωk(M,F ), β ∈ Ωl(M,F )に対して

∇(α ∧ β) = ∇α ∧ β + (−1)kα ∧∇β. (6.22)

という性質を要求すると一意に決定される。
たとえば F = E⊗m ⊗ E∗⊗n に値を取る l 形式を α ∈ Ωl(M,E⊗m ⊗ E∗⊗n)とする。ω =

ωa
bidx

i ⊗ ea ⊗ ebを接続∇ : Γ(E) → Γ(E ⊗ T ∗M)の接続１形式とすると、局所座標表示は以
下のようになる。

∇jαk1...kl
a1...am
b1...bn

= ∂jαk1...kl
a1...am
b1...bn

−
m∑
i=1

ωai
cjαk1...kl

a1...ai−1cai+1...am
b1...bn

+
n∑

i=1

ωc
bij
αk1...kl

a1...am
b1...bi−1cbi+1...bn

.

(6.23)
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6.5.1 Lie 亜代数接続
Eを Lie亜代数とするとき、もう一つの「共変微分」が定義できる。

Definition 6.5.1 E を Lie亜代数とする。E ′ をベクトル束とする。e ∈ Γ(E), e′ ∈ Γ(E ′),

f ∈ C∞(M)とする。R（またはC）線形写像 E∇ : Γ(E ′)→ Γ(E ′ ⊗ E∗) がライプニッツ則、

E∇e(fe
′) = fE∇ee

′ + (ρ(e)f)e′, (6.24)

を満たときベクトル束E ′上のE接続（Lie 亜代数接続）という。

このとき、通常の接続は E = TM としたときの特別な場合∇ = TM∇と考えることができ
る。すなわち e = X ∈ X(M)をベクトル場として ρ(X)f = Xf と考える。
逆に、通常の接続∇が存在するとき標準的なE接続が構成できる。まずE ′が接束E ′ = TM

のとき、任意の e ∈ Γ(E)、v ∈ X(M)に対して、写像 E∇ : Γ(TM)→ Γ(TM ⊗ E∗)を

E∇ev := Lρ(e)v + ρ(∇ve) = [ρ(e), v] + ρ(∇ve), (6.25)

とするとE接続となる。これを接束 TM 上の（標準的）E接続という。このE接続は逆接続
ともよばれる。
Lie亜代数E自身の上の微分写像 E∇ : Γ(E)→ Γ(E ⊗E∗) を任意の e, e′ ∈ Γ(E)に対して、

E∇ee
′ := ∇ρ(e)e

′, (6.26)

と定義するとE接続となる。これをE上の標準E接続という
(M,π)をポアソン多様体とするとき、例 6.3.4より余接束 T ∗M 上に Lie亜代数が定義され
る。この T ∗M 上の Lie亜代数上のE接続を反変接続ともいう。
共変外微分と同様に以下の E 共変外微分 Ed∇ が定義される。Ω(E,E ′) = Γ(∧mE∗ ⊗ E ′)

を E ′ に値を取る m次の E 微分形式の空間とする。E ′ に値を取る m次の E 微分形式 α ∈
Ω(E,E ′)が与えられたとき、E 共変外微分 Ed∇を E 微分形式の次数を１上げる微分作用素
Ed∇ : Ωm(E,E ′)→ Ωm(E,E ′)は α ∈ Ωk(E,E ′), β ∈ Ωl(E,E ′)に対して

Ed∇(α ∧ β) = Ed∇α ∧ β + (−1)kα ∧ Ed∇β. (6.27)

という性質を要求すると一意に決定される。ここで、α ∈ Ω0(E,E ′) = Γ(E ′)に対しては
Ed∇α = E∇αとする。
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具体的には α ∈ Ωm(E,E ′)に対して、ei ∈ Γ(E)として以下の式で定義される。

Ed∇α(e1, . . . , em+1) :=
m+1∑
i=1

(−1)i−1E∇eiα(e1, . . . , ěi, . . . , em+1)

+
∑

1≤i<j≤m+1

(−1)i+jα([ei, ej], e1, . . . , ěi, . . . , ěj, . . . , em+1).(6.28)

6.5.2 曲率、捩率
接続から導出される重要な幾何学的な概念に曲率と捩率がある。

Definition 6.5.2 ∇を通常の接続とする。v, v′ ∈ X(M)をベクトル場とする。曲率 R ∈
Ω2(M,E ⊗ E∗)、捩率Θ ∈ Ω2(M,E)は、

R(v, v′) := [∇v,∇v′ ]−∇[v,v′],

Θ(v, v′) := ∇vv
′ −∇v′v − [v, v′],

と定義される。

このE接続版が定義される。

Definition 6.5.3 E∇をE ′ = TM 上のE接続、e, e′ ∈ Γ(E)とする。このときE曲率 ER ∈
Γ(M,E ⊗ E∗ ⊗ ∧2E∗)およびE捩率 T ∈ Γ(M,E ⊗ ∧2E∗)を、

ER(e, e′) := [E∇e,
E∇e′ ]− E∇[e,e′],

T (e, e′) := E∇ee
′ − E∇e′e− [e, e′],

と定義する。

さらにE曲率に対して以下の関係があるテンソル Sを基本曲率という。

ER = 〈ρ, S〉, (6.29)

ここで 〈−, −〉はTMとT ∗Mのペアリングである。具体的には、基本曲率S ∈ Ω1(M,E⊗∧2E∗)

は

S(s, s′) := Ls(∇s′)− Ls′(∇s)−∇ρ(∇s)s
′ +∇ρ(∇s′)s

−∇[s, s′] = (∇T + 2Alt ιρR)(s, s
′),
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と定義される。ここでAltはE∗に関する交代化を意味する。
局所座標表示で表すと、

T c
ab ≡ −Cc

ab + ρiaω
c
bi − ρibωc

ai, (6.30)

Ra
ijb ≡ ∂iω

b
aj − ∂jωb

ai + ωc
ajω

b
ci − ωc

aiω
b
cj, (6.31)

Sc
iab ≡ ∇iT

c
ab + ρjbR

c
ija − ρjaRc

ijb,

= −∂iCc
ab + ωc

diC
d
ab − ωd

aiC
c
db − ωd

biC
c
ad + ρja∂jω

c
bi − ρ

j
b∂jω

c
ai

+∂iρ
j
aω

c
bj − ∂iρ

j
bω

c
aj + ωd

aiρ
j
dω

c
bj − ωd

biρ
j
dω

c
aj, (6.32)

ERd
abc = ρicS

d
iab, (6.33)

となる。ここで、共変微分∇iT
c
abは

∇iT
c
ab ≡ ∂iT

c
ab − ωc

diT
d
ab + ωd

aiT
c
db + ωd

biT
c
ad. (6.34)

—————————————————-

6.6 Courant亜代数
Lie亜代数の他に様々な亜代数を考えることができる。その中で重要な亜代数としてCourant

亜代数がある。この亜代数は物理の弦理論などに応用されている。
初めにCourant亜代数を定義する。

Definition 6.6.1 (Courant 亜代数) Eを多様体M 上のベクトル束とする。
この上に以下の 3つの演算を考える。内積つまり Γ(E)上の対称非退化双線形形式 〈−, −〉 :
Γ(E) × Γ(E) → Γ(E)、束写像、すなわちアンカー写像 ρ : E → TM、Dorfman括弧といわ
れる Γ(E)上の双線形形式、[−,−]D : Γ(E) × Γ(E) → Γ(E). †この３つの演算が ei ∈ Γ(E)、
f ∈ C∞(M)に対して次の公理を満たすとする。

1. [e1, [e2, e3]D]D = [[e1, e2]D, e3]D + [e2, [e1, e3]D]D.

2. ρ([e1, e2]D) = [ρ(e1), ρ(e2)].

3. [e1, fe2]D = f [e1, e2]D + (ρ(e1) · f)e2.
†Dorfman括弧は反対称とは仮定しない。
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4. [e, e]D = 1
2
D(e, e).

5. ρ(e1) · 〈e2, e3〉 = 〈[e1, e2]D, e3〉+ 〈e2, [e1, e3]D〉.

ここで、Dは 〈Df, x〉 = 1
2
ρ(x)fで定義されるΓ(E)上の微分である。4つ組 (E, [−,−]D, ρ, 〈−, −〉)

が以上の条件を満たすときCourant亜代数 (Courant algebroid)という。

Example 6.6.1 滑らかな多様体Mに対して接束と余接束の直積束TM ⊕T ∗Mを考える。こ
の上の切断X + α, Y + β ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)に対して内積を、

〈X + α, Y + β〉 = ιXβ + ιY α, (6.35)

アンカー写像を f ∈ C∞(M)に対して、

ρ(X + α)f = Xf, (6.36)

閉 3形式H ∈ Ω3(M)に対してDorfman括弧を

[X + α, Y + β]D = [X,Y ] + LXβ − ιY dα + ιXιYH, (6.37)

と定義すると、(TM ⊕T ∗M, 〈−, −〉, ρ, [−,−]D)はCourant亜代数となる。このCourant亜代
数は（3形式Hを持つ）標準Courant亜代数という。

Example 6.6.2 (M,π) をポアソン構造 π ∈ Γ(∧2TM) を持つポアソン多様体とする。R ∈
Γ(∧3TM) を 3次の多重ベクトル場として [π,R]S = 0を満たすものとする。ここで [−,−]Sは
Schouten括弧である。
M 上のベクトル束E = TM ⊕ T ∗M 上に以下の３つの演算を考える。内積 〈−,−〉 は標準

Courant亜代数と同じで

〈X + α, Y + β〉 = ιXβ + ιY α, (6.38)

とする。アンカー写像を ρ(X + α) = π♯(α)と定義する。ここで π♯ : T ∗M → TM はポアソン
バイベクトル場 πより、任意の 1形式 α = αi(x)dx

iに対して π♯(α) = πijαi(x)
∂

∂xj と定義され
る写像である。
双線形形式 [−,−]πRはX + α, Y + β ∈ Γ(TM ⊕ T ∗M)に対して

[X + α, Y + β]πR := [α, β]π + Lπ
αY − ιβdπX − ιαιβR,
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と定義する。ここで、微分はLichnerowicz-Poisson微分dπ(−) = [π,−]S、括弧 [−,−]π : T ∗M×
T ∗M → T ∗M はポアソンバイベクトル場 πより定義される Koszul括弧 [α, β]π = Lπ♯(α)β −
Lπ♯(β)α − d(π(α, β)). ιβX = β(X), Lπ

αY = dπα(Y ) + α(dπY ) である。この 4つ組 (E =

TM ⊕ T ∗M, 〈−,−〉, [−,−]πR, ρ = 0 ⊕ π♯)は Courant亜代数となる。これを Poisson Courant

亜代数（反変Courant亜代数）という。

Definition 6.6.2 (Leibniz 代数) gをベクトル空間とする。g上の Rまたは C 双線型写像
[−,−] : g× g→ gが任意の x, y, z ∈ gに対して

[[x, y], z] + [[y, z], x] + [[z, x], y] = 0, (6.39)

を満たすときLeibniz括弧という。Leibniz括弧が定義されたベクトル空間 (g, [−,−])をLie代
数または Leibniz代数という。

Lie括弧から条件 [x, y] = −[y, x]を取り除いた括弧が Leibniz括弧である。Dorfman括弧は
Leibniz括弧である。

Definition 6.6.3 (Leibniz 亜代数) Eを多様体M 上のベクトル束とする。
この上に以下の 3つの演算を考える。内積つまり Γ(E)上の対称非退化双線形形式 〈−, −〉 :
Γ(E) × Γ(E) → Γ(E)、アンカー写像といわれる束写像 ρ : E → TM、Dorfman括弧といわ
れる Γ(E)上の双線形形式、[−,−]D : Γ(E) × Γ(E) → Γ(E). ‡この３つの演算が ei ∈ Γ(E)、
f ∈ C∞(M)に対して次の公理を満たすとする。

1. [e1, [e2, e3]D]D = [[e1, e2]D, e3]D + [e2, [e1, e3]D]D.

2. [e1, fe2]D = f [e1, e2]D + (ρ(e1) · f)e2.

4つ組 (E, [−,−]D, ρ, 〈−, −〉)が以上の条件を満たすとき Leibniz亜代数 (Leibniz algebroid)

という。

6.7 Dirac構造
Definition 6.7.1 (Courant algebroid) 多様体M 上のCourant 亜代数Eの部分束 Lが以
下の条件を満たすときDirac構造という。

‡Dorfman括弧は反対称とは仮定しない。
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1. すべての e1, e2 ∈ Γ(L)に対して、(e1, e2) = 0.

2. rank(L) = 1
2
rank(E).

3. すべての e1, e2 ∈ Γ(L)に対して、[e1, e2]D ∈ Γ(L).

条件１，２を満たす場合、概Dirac構造という。

Example 6.7.1 例 6.6.1の標準Courant亜代数 TM ⊕ T ∗M を取る。ω ∈ Ω2(M)を 2形式と
する。

Dω = {X + ω♭(X)|X ∈ X(M)} (6.40)

を考える。ωがプレシンプレクティック形式、すなわち閉 2形式とすると、DωはDirac構造
となる。

Example 6.7.2 例 6.6.1の標準Courant亜代数 TM ⊕ T ∗M を取る。π ∈ X2(M)をポアソン
とは限らないバイベクトル場として、

Dπ = {π♯(α) + α|α ∈ Ω1(M)} (6.41)

を考える。πが捩ったポアソン構造のとき、DπはDirac構造となる。

π ∈ X(M)をポアソンバイベクトル場とし、π♯ : T ∗M → M のグラフ Dπ = {π♯(α) +

α|α ∈ Ω1(M)} ⊂ Γ(TM ⊕ T ∗M) を考えると、DπはDirac構造である。このとき、閉２形式
B ∈ Ω2(M)として、変換

τB(X + α) = X + α +B(X) (6.42)

を定義する。τBをゲージ変換、もしくはB変換という。このとき、τBDπもDirac構造であ
る。もしバイベクトル場 π′が存在してDπ′ = τBDπとなるならば、π′はポアソン構造である。

π′ = π(1 + Bπ)−1 (6.43)

と書ける。これは π, π′が非退化なら

π′−1 = π−1 +B (6.44)

と同値である。τB = eBは定義 12.2.10でのゲージ変換である。
?????????????????????????
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第7章 次数付き幾何

7.1 次数付き代数

7.1.1 記号
V を（通常の）ベクトル空間とする。ベクトル空間 V に整数 n ∈ Zを付随させる。特に記
号 Vnで整数 nのラベルを持つベクトル空間を表す。これを次数 nの次数付きベクトル空間と
いう。単に次数 nのベクトル空間ということもある。空間として、すべての次数のベクトル
空間の直和、

V =
⊕
n∈Z

Vn (7.1)

を考える。
Vmと Vnの元、u ∈ Vm, v ∈ Vnに対して、次数付き可換な積 uv ∈ Vm+nを定義する。すな
わち積は Vm+nの元であって uv = (−1)mnvuを満たすとする。今後は次数付き可換な積の構
造も常に仮定する。次数は次数と整合的な積構造が入っていることを前提とした記号である。
これを次数付き可換代数という。
記号 V [n]でもとの次数から次数を nずらしたベクトル空間を表す。より一般に Vmが次数

mのベクトル空間のとき Vm[n]は次数m+nのベクトル空間である。これは Vm+n = Vm[n]と
も書く。
V が次数 nであるとき、双対空間 V ∗は次数−nとする。
n ∈ Z2とした場合、V を超ベクトル空間という。このときは次数の偶奇を入れ替える記号

Πを使うことがある。たとえば V が通常のベクトル空間の時、ΠV は元が奇のベクトルであ
るベクトル空間である。次数 Zで考えているとき、Z法 2で考えると超ベクトル空間とみな
せる。
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7.1.2 次数付き微分Lie代数
ここでは次数付きベクトル空間 V を gと書く。次数付きベクトル空間

g =
⊕
n∈Z

gn (7.2)

を考える。この上に、双線形形式 [−,−] : gk × gl → gk+l−nが存在して、x, y, z ∈ gに対して

[x, y] = −(−1)(|x|−n)(|y|−n)[y, x] (7.3)

[x, [y, z]] = [[x, y], z] + (−1)(|x|−n)(|y|−n)[y, [x, z]] (7.4)

を満たすとき、次数−nの次数付き Lie括弧という。(g, [−,−])を次数−nの次数付き Lie代
数という。
次数付き Lie代数 (g, [−,−])上の次数+1の微分作用素 dとは線形写像 d : gk → gk+1 で、

d2 = 0, (7.5)

d[x, y] = [dx, y] + (−1)|x|−n[x, dy] (7.6)

を満たすものである。
３つ組 (g, [−,−], d)を次数付き微分 Lie代数という。

7.1.3 L∞-代数とL∞-射
次数付き微分 Lie代数の一般化として L∞-代数を定義し、L∞-射を定義する。
次数付きベクトル場 V = ⊕k∈ZVkの次数付きテンソル代数 T (V ) = ⊕∞

n=1V
⊗n を考える。

vk ∈ T (V )として、余積といわれる写像4 : T (V )→ T (V )⊗ T (V )を

4(v1, · · · , vn) =
∑
σ∈S

n−1∑
k=1

ε(σ)
1

k!(n− k)!
(vσ(1), · · · , vσ(k))⊗ (vσ(k+1), · · · , vσ(n)),

とする。ここでσは置換で、ε(σ)は置換σの符号である。余積は (idT (V )⊗4)◦4 = (4⊗idT (V ))◦
4 のとき余結合的という。また、σ : T (V )⊗ T (V )→ T (V )⊗ T (V ) を σ : v1 ⊗ v2 7→ v2 ⊗ v1
として、4 = σ ◦ 4 のとき余可換という。余積が余結合的、余可換となることを仮定する。
次に次数１の多重線形写像

lk : V ⊗k −→ V,

(v1 ⊗ · · · ⊗ vk) 7→ lk(v1 · · · vk),
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を考え余微分 codifferential Q =
∑∞

k=1Qk を

Qk(v1, · · · , vn) =
∑
σ∈S

ε(σ)
1

k!(n− k)!
lk(vσ(1) · · · vσ(k))⊗ vσ(k+1) ⊗ · · · ⊗ vσ(n).

と定義する。

Definition 7.1.1 組 (V,Q)はQ2 = 0となるとき、L∞-代数（強ホモトピーLie代数）という。

Q2 = 0を次数で展開すると、最初の項は l21 = 0となるので、l1 = dは微分である。次の項
l2(−,−)は (7.3)と (7.6)を満たす次数−1の双線形形式 l2(−,−) = [−,−]となる。gk−1 = Vk−1

で k ≥ 3のとき lk = 0とすると、Q2 = 0の 3次の項より l2(−,−) = [−,−]の Jacobi恒等式
(7.4)を満たすので次数付き微分 Lie代数となる。
次に L∞-代数の L∞-射を定義する。

Definition 7.1.2 2つの L∞-代数 (V1, Q1)の写像 U : (V1, Q1) −→ (V2, Q2), は次数を保ち、
4 ◦ U = (U ⊗ U) ◦ 4 を満たすとき、余準同型 (cohomomorphism)という。

Definition 7.1.3 ２つのL∞-代数の間の余準同型UがUQ1 = Q2UとなるときL∞-射という。

記号 ev := 1+v+ 1
2!
v⊗v+ 1

3!
v⊗v⊗v+ · · · と l∗(e

v) := l1(v)+
1
2!
l2(v⊗v)+ 1

3!
l3(v⊗v⊗v)+ · · ·

とする。

Definition 7.1.4 l∗(e
v) = 0を L∞-代数 (V,Q)のMaurer-Cartan方程式という。

Maurer-Cartan方程式 l∗(e
v) = 0はQ(ev) = l∗(e

v)⊗ ev = 0とも書ける。L∞-代数が次数付き
微分 Lie代数のとき、k ≥ 3のとき lk = 0なのでQ(ev) = 0は通常のMaurer-Cartan方程式
dv + 1

2
[v, v] = 0となる。

——————————————–

7.2 次数付き多様体

7.2.1 層と局所環付き空間
多様体上の層とは３つ組 (S, pr,M)のことである。ここで、M は多様体、S は位相空間
で、pr : S → M は射影である。ここではM ,S は可微分多様体とする。x ∈ M に対して
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Sx = pr−1(x)を茎 (stalk)という。Sの適当な近傍 V を取れば pr : V → pr(V )は（微分）同
相写像となるとなる。M の開集合U に対して、s : U → Sで pr(s(x)) = xとなるものをU の
断面 (section)という。
ここではM の各開集合U に対して、環 C(U)を対応させる。このとき、層をOM = Sとも
書いて (M,OM)を局所環付き空間といい、層OM を構造層という。

Example 7.2.1 C(U)をM の開集合 U 上の連続関数の集合とする。これは関数の和と積で
環となる（可換環）。２つの開集合 U1 ⊂ U2に対して制限写像C(U2)→ C(U1)を考える。こ
れを使って帰納的極限をCxとする。

Cx = lim
U→x

C(U). (7.7)

Ux を U の元の中で xを含むものの集合とすると Cx =
⋃

U∈Ux
C(U)/ ∼となる。ここで、

f ∈ C(U1)と g ∈ C(U2)の同値関係は ρU1
V (f) = ρU2

V (g)となるxの近傍V ⊂ U1∩U2が存在する
こととする。C(M) = ∪x∈MCxとおく。C(M)の位相は以下のように定義する。関数 f ∈ C(U)
によって定義される。C(M)部分集合 {fx|x ∈ U}を開集合とする。C(M) ' Γ(M,C)は環に
なる。これを連続関数の層という。

上記と同値な別の層の定義を述べる。Mの開集合の全体をUと書く。各開集合U ∈ Uに対
してある集合 S(U)を対応させ、以下の条件を満たすとき集合の前層という。

1. U1, U2 ∈ U で U1 ⊂ U2となるものに対して、写像（制限写像）ρU2
U1

: S(U2) → S(U1)が
与えられている。

2. U1, U2, U3 ∈ U が U1 ⊂ U2 ⊂ U3ならば、ρU2
U1
◦ ρU3

U2
= ρU3

U1
を満たす。

ここで前層 {S(U)}に対して

S =
⋃
x∈M

Sx, Sx = lim
U→x
S(U). (7.8)

とおく。f ∈ S(U)のとき、これに対応する Sxの元を fx ∈ Sxとかく。{fx|x ∈ U}を開集合
として Sの位相が定義される。写像 S(U)→ Γ(U,S), x 7→ fxを考える。前層で次の２つの条
件が成り立つとき層という。

1. f, g ∈ S(U), U = ∪iUiに対して全ての iについて ρUUi
f = ρUUi

gのとき f = g.

2. U = ∪iUi, fi ∈ S(Ui)とする。このとき全ての iについて ρUi
Ui∩Uj

fi = ρ
Uj

Ui∩Uj
fj が成り立

つとき ρUUi
f = fiとなる f ∈ S(U)が存在する。
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7.2.2 次数付き多様体
次数付き多様体 (graded manifold)を定義する。
通常の多様体M 上の次数付き多様体は次数付き可換代数をM 上の構造層とする局所環付
き空間である。これを、次数付き多様体M = (M,OM)と表す。ここで、M は通常の多様体
で、OM は構造層を表す。次数は次数付きベクトル空間としての積を考える。
M の局所座標開近傍を U ⊂ M とする。V を次数付きベクトル空間、S·(V )は V 上の次数
付き自由可換代数とする。すると構造層は局所的にC∞(U)⊗ S·(V )と表される。
n ∈ Z2の場合はMを超多様体という。
以降では nは非負の整数 n ∈ Z≥0とする。この場合、N−多様体という。負の整数も許す
場合は次数付き多様体の定義に問題が生ずる場合がある。

7.2.3 記号
ここでは次数付き多様体の例として次数つきベクトル束を考え、その記号を説明する。同
時に次数付きベクトル束の記号を説明する。
M を通常の多様体とする。与えられたベクトル束E −→M に対してE[n]をファイバー方
向の座標を次数 nずらしたベクトル束とする。多様体M の座標は次数 0である。ファイバー
の次数をnずらした接束、余接束はそれぞれT [n]M , T ∗[n]Mと書く。この記号は底空間Mお
よびEのファイバーが次数つきである場合にも同様の記号で書く。TM [1]は底空間とファイ
バーの両方が次数 1の接束を表す。これを底空間の次数、ファイバーの次数の順で次数 (1, 1)

という。ベクトル空間 V と双対空間 V ∗の次数は逆なので T ∗M [1]は底空間の次数が 1でファ
イバーの次数−1の余接束を表す。T ∗[n]M [1]は T ∗M [1]でファイバーの次数を nずらしたも
のなので次数 (1, n− 1)の余接束を表す。

Example 7.2.2 Eを多様体M上のベクトル束としてその余接束 T ∗Eを考える。これは二重
ベクトル束の特別な場合である。
底多様体M の局所座標を xi、Eのファイバーの局所座標を qaとし、それらの余接空間の
局所座標を (ξi, pa)とする。
次数付きベクトル束T ∗[n]E[1]とは局所座標に以下のように次数をつけたものである。(xi, qa)
は次数 (0, 1)、(ξi, pa)は次数 nずらして (0 + n,−1 + n) = (n, n− 1)となる。
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Z2の次数を考えた超多様体の時はΠTM は通常の多様体M 上の奇のファイバーをもつベ
クトル束である。自然な同型としてΠTM ' T [1]M となる。
次数付きベクトル空間E[1]上の関数の空間 C∞(E[1])を考える。これは通常のベクトル束

Eの外積代数∧•Eの切断の空間と同型である。すなわちC∞(E[1]) ' Γ(∧•E). これは以下の
ように対応させる。E[1]の次数 1の座標 qaに対して外積代数の基底 eaを対応させる。する
と、C∞(E[1])の関数

1

s!
fa1···as(x)q

a1 · · · qas ∈ C∞(E[1]) (7.9)

は
1

s!
fa1···as(x)e

a1 ∧ · · · ∧ eas ∈ Γ(∧•E). (7.10)

に対応する。これによりC∞(E[1])の積は Γ(∧•E)の積に同型写像で移る。

Example 7.2.3 多様体の余接束 T ∗M に対して、ファイバーの座標の次数を１ずらした余接
束M = T ∗[1]M を考える。T ∗M の局所座標を (xi, ξi)とする。ここで xiはM の局所座標 ξi

は ξ = ξidx
iとなる余接空間の局所座標とする。定義から局所座標は座標変換で以下のように

変換する。

x′i = x′i(x), (7.11)

ξ′i =
∂xj

∂x′i
ξj. (7.12)

ここで、x′i(x)は xiから x′iへの座標変換関数である。ξiの次数を１ずらしたものを考える。
すなわち、ξiξj = −ξjξiとなる積を定義する。すると (xi, ξi)は T ∗[1]M の局所座標となる。こ
の空間の上の関数の空間C∞(T ∗[1]M) を考えると、ξiは反対称な積が入っているので、その
元 f は ξiについては d = dim(M)以下の多項式となるので

f(x, ξ) =
d∑

k=0

1

k!
f i1...ikξi1 . . . ξik (7.13)

と書ける。

f(x, ξ) =
d∑

k=0

1

k!
f i1...ik∂i1 ∧ . . . ∧ ∂ik (7.14)

Γ(∧•TM) =
⊕d

k=0 X
k(M) C∞(T ∗[1]M) '

⊕d
k=0 X

k(M)
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Example 7.2.4 Eを多様体M上のベクトル束とする。Eの余接束 T ∗Eを考え、次数をずら
した対応する次数付き多様体M = T ∗[2]E[1]を構成しよう。M の座標近傍系の一つの開集合
U上の局所座標を xi, Eのファイバーの局所座標を ηaとし、余接束T ∗Eのファイバーの xi, ηa

に対応する座標をそれぞれ ξi, ζa とする。M = T ∗[2]E[1]を構成するので、それぞれの局所座
標 (xi, ηa, ξi, ζa)の次数を (0, 1, 2, 1)にずらす。今はファイバーに内積 〈−, −〉が入っていると
仮定し、基底に対して、〈ea, eb〉 = kabとなるとする。この内積を用いて ζa = kabη

bと ζaを ηa

で表す。すると局所座標系は次数 (0, 1, 2)の (xi, ηa, ξi)となる。
Ma

b (x)をベクトル束Eの変換関数とする。すなわちEのファイバーの基底を eaとすると、
基底は座標変換で e′a =M b

a(x)ebと変換する。このとき、T ∗[2]E[1]の２つの座標近傍系の座標
変換を定義する。局所座標系は座標変換で以下のように変換するように決める。

x′i = x′i(x) (7.15)

η′a = Ma
b η

b (7.16)

ξ′i =
∂xj

∂x′i
ξj −

1

2
kacM

a
b ∂iM

b
dη

cηd. (7.17)

この座標変換でM 全体につなげたものを次数付き多様体 T ∗[2]E[1]と定義する。
(7.17)の第２項より T ∗[2]E[1]上の関数をなにかのベクトル束の切断とみなすことはでき
ない。
T ∗[2]E[1]は余接束なので標準的なシンプレクティック構造を導入できる。シンプレクティッ
ク形式は局所座標では

ω = dxi ∧ dξi +
1

2
d(kabη

a) ∧ dηb, (7.18)

と書ける。

7.3 次数付き微分幾何

7.3.1 ベクトル場と微分形式
次数付き多様体上の基本的な概念を説明する。
以下次数付き多様体Mの局所座標を zaとする。次数付き多様体上の関数C∞(M)上の写
像D : C∞(M) → C∞(M) で、微分 (derivation)であるもの、すなわち f, g ∈ C∞(M) に対
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して Leibniz則

D(fg) = (Df)g + (−1)|f ||D|f(Dg), (7.19)

を満たすものの集合をDer(M)とおく。Der(M)をX(M) = Γ(TM) と書き次数付きベクト
ル場の空間という。X(M)は通常のベクトル場と同様に次数付き Lie括弧が定義される。

[D,D′] = DD′ − (−1)|D||D′|D′D. (7.20)

今後Dは通常のベクトル場と同じ記号X = Dで表す。ベクトル場Xを局所座標で表すと

X = Xa(z)

−→
∂

∂za
, (7.21)

と表される。ここで
−→
∂

∂za
は、M上の関数 f の zaでの左偏微分で、k = 1, 2, . . . nとして

−→
∂

∂zak
(za1za2 . . . zak . . . zan) = (−1)|za1 |+...+|zak−1 |(za1za2 . . . žak . . . zan), (7.22)

と符号を決める。žak は zak を取り除く意味である。右偏微分は

f
←−
∂

∂za
:= (−1)(|f |−|za|)|za|

−→
∂ f

∂za
, (7.23)

で定義する。次数mの関数 f ∈ C∞(M)に対して、ε(f) = mf となるベクトル場を Eulerベ
クトル場という。局所座標では

ε = |za|za
−→
∂

∂za
(7.24)

となる。２つの次数付きベクトル場をX = Xa(z)
−→
∂

∂za
と Y = Y a(z)

−→
∂

∂za
とする。これらの次数

付き Lie括弧は局所座標で

[X,Y ] = Xa

−→
∂ Y b

∂za

−→
∂

∂zb
− (−1)|X||Y |Y a

−→
∂ Xb

∂za

−→
∂

∂zb
, (7.25)

となる。
通常の拡張としてベクトル場の空間の双対空間として次数付き微分形式の空間が定義され
る。次数付き外微分は

df(z) = dza
−→
∂ f

∂za
, (7.26)
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となる。ここで、dzaは T ∗Mのファイバーの基底である。基底は

dza

( −→
∂

∂zb

)
= δab, (7.27)

を満たす。次数付き微分形式の空間をΩ•(M) = Γ(∧•T ∗M)と書く。ここで∧•は次数付きの
外積である。次数付き微分形式αに対して |α|を全次数とする。全次数とは「微分形式の次数
+次数付きの次数」である。すなわち |d| = 1, |dza| = |za|+ 1となる。
今後 (za, dza)をT [1]Mの座標と考え、M上の微分形式、すなわちΩ•(M)の元をC∞(T [1]M)

と考える。これは通常の微分形式の空間が次数付き多様体の接束上の関数の空間と同型であ
ることと同様である。
このとき、ベクトル場Xに対して、（次数付き）内部積は以下の T [1]M上の次数付きベク
トル場（微分作用素）として定義する。

ιX = (−1)|X|Xa(z)

−→
∂

∂dza
, (7.28)

ここで dzaは T [1]Mのファイバーの座標で、微分演算子は
−→
∂

∂dza
dzb = δba. を満たす。|ιX | =

|X| − 1である。
以上の記号の下で関数 f ∈ C∞(M)に対して、ベクトル場での微分は

Xf = (−1)|X|ιXdf = (−1)(|f |+1)|X|df(X), (7.29)

となる。

Proof 式 (7.29)は以下のように確認できる。Xf = Xa(z)
−→
∂ f
∂za
なので、

(−1)|X|ιXdf = (−1)|X|(−1)|X|Xa(z)

−→
∂

∂dza

(
dza
−→
∂ f

∂za

)
, (7.30)

となる。したがって

df(X) = dza
−→
∂ f

∂za

(
Xb(z)

−→
∂

∂zb

)

= (−1)(|f |−|z|)|X|

[
dza

(
Xb(z)

−→
∂

∂zb

)] −→
∂ f

∂za

= (−1)(|f |−|z|)|X|(−1)(|X|−|z|)(|z|+1)Xb(z)

[
dza

( −→
∂

∂zb

)] −→
∂ f

∂za

= (−1)(|f |+1)|X|Xa(z)

−→
∂ f

∂za
, (7.31)

であり、右辺となる。
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7.3.2 Cartan公式
Lie微分の拡張として次数付き Lie微分を

LX = ιXd + (−1)|X|dιX , (7.32)

と定義する。LX の次数は |LX | = |X|である。αと βを次数付き微分形式とする。このとき、
外微分 d, 内部積 ιX , Lie微分 LX の以下の公式を示すことができる。

α ∧ β = (−)|α||β|β ∧ α, (7.33)

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)|α|α ∧ dβ, (7.34)

ιX(α ∧ β) = ιXα ∧ β + (−1)|α|(|X|+1)α ∧ ιXβ, (7.35)

LX(α ∧ β) = LXα ∧ β + (−1)|α||X|α ∧ LXβ, (7.36)

LXd = (−1)|X|dLX , (7.37)

ιXιY − (−1)(|X|−1)(|Y |−1)ιY ιX = 0, (7.38)

LXιY − (−1)|X|(|Y |−1)ιYLX = ι[X,Y ], (7.39)

LXLY − (−1)|X||Y |LYLX = L[X,Y ]. (7.40)

これは (d, ιX , LX)が次数付き Lie代数をなすことを示す。

7.3.3 微分形式
微分形式とベクトル場に関する公式をまとめる。αをM上のm形式とする。局所座標表
示を α = 1

m!
dza1 ∧ · · · dzamαa1···am(z) とする。ベクトル場Xとの縮約 α(X,−, · · · ,−)は

α(X,−, · · · ,−) = (−1)|X|(|α|+1)ιXα(−, · · · ,−). (7.41)

となる。実際以下のように示せる。
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Proof

α(X,−, · · · ,−) =
1

m!
dza1 ∧ · · · dzamαa1···am(z)

(
Xb

−→
∂

∂zb

)

=
1

m!
(−1)|X|(|α|−|z|−1)dza1

(
Xb

−→
∂

∂zb

)
dza2 ∧ · · · dzamαa1···am(z)

=
1

(m− 1)!
(−1)|X|(|α|−|z|−1)(−1)(|X|−|z|)(|z|+1)

×Xa1dza2 ∧ · · · dzamαa1···am(z)

=
1

(m− 1)!
(−1)|X||α|Xa1dza2 ∧ · · · dzamαa1···am(z)

= (−1)|X||α|(−1)|X|ιXα. (7.42)

式 (7.41)を使って以下の公式が帰納的に得られる。

α(Xm, Xm−1, · · · , X1) = −(−1)
∑m

i=1 |Xi|(|α|+i)ιXm · · · ιX1α, (7.43)

α(Xm, · · · , Xj, · · · , Xi, · · ·X1) = −(−1)|Xi||Xj |α(Xm, · · · , Xi, · · · , Xj, · · ·X1). (7.44)

特に αが２形式のときは、

α(X,Y ) = −(−1)|X||Y |α(Y,X), (7.45)

となる。

外微分

関数に対する外微分は式 (7.29)で定義される。すなわち、

df(X) = (−1)|X|(|f |+1)Xf. (7.46)

αをM上の１形式とするとCartan公式より、

dα(X1, X2) = (−1)|X1||α|X1α(X2)− (−1)|X2||α|(−1)|X1||X2|X2α(X1)− α([X1, X2]). (7.47)

となる。2形式 αに対しては、

dα(X1, X2, X3) = (−1)|X1|(|α|+1)X1α(X2, X3)− (−1)|X2|(|α|+1)(−1)|X1||X2|X2α(X1, X3)

+ (−1)|X3|(|α|+1)(−1)(|X1|+|X2|)|X3|X3α(X1, X2)− α([X1, X2], X3)

+ (−1)|X2||X3|α([X1, X3], X2)− (−1)|X1|(|X2|+|X3|)α([X2, X3], X1). (7.48)
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となる。m形式 α = 1
m!
dza1 ∧ · · · dzamαa1···am(z) に対しては帰納的に以下の公式が示せる。

dα(X1, X2, · · · , Xm) =
m∑
i=1

(−1)i−1(−1)|Xi|(|α|+m)(−1)
∑i−1

k=1 |Xi||Xk|Xiα(X1, · · · , X̂i, · · · , Xm)

+
∑
i<j

(−1)i+j(−1)
∑i−1

k=1 |Xi||Xk|+
∑j−1

l=1,l ̸=j |Xj ||Xl|

×α([Xi, Xj], · · · , X̂i, · · · , X̂j, · · · , Xm). (7.49)

7.3.4 次数付きシンプレクティック形式と次数付きポアソン括弧
次数付き微分形式のうちM上の非退化閉２形式 ωを次数付きシンプレクティック形式とい
う。ωには微分形式としての次数（２形式）のほかに次数付き多様体としての次数があるの
でそれを nとするとき、ωを次数 nの次数付きシンプレクティック形式と言って、(M, ω)を
次数 nの次数付きシンプレクティック多様体という。次数付き微分シンプレクティック多様体
はQP多様体ともいう。
ωの全次数は n + 2である。通常の場合と同様にMの次元は偶数次元である。Mの次元
を 2d次元とする。局所座標 z = (qa, pa)(a = 1, . . . d)がDarboux座標であるとき、シンプレ
クティック形式は

ω = (−1)|q|(|p|+1)dqa ∧ dpa = (−1)n|q|dqa ∧ dpa

= (−1)n|q|(−1)(|q|+1)(|p|+1)dpa ∧ dqa = (−1)|p|+1dpa ∧ dqa. (7.50)

と表されるとする。ここで |q| + |p| = n. 局所的に ω = −dϑとなる１形式 ϑを Liouville１形
式という。このとき、

ϑ = (−1)|p|padqa = −(−1)n+1−|q|padq
a = (−1)|q||p|dqapa (7.51)

= −(−1)|q|(|p|+1)qadpa = −dpaqa, (7.52)

となる。一般にM上大域的に ϑが存在するとは限らない。しかし、次数 n 6= 0のときは常に
存在する。

Proposition 7.3.1 次数 n 6= 0のとき、

ϑ = − 1

n
ιεω (7.53)

となる。ここで、εは Eulerベクトル場である。
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これは Eulerベクトル場の定義より確認できる。
関数 f ∈ C∞(M)に対して、ベクトル場Xf で

ιXf
ω = −df, (7.54)

となるものをハミルトンベクトル場という。f をXf に対するハミルトン関数という。次数は
|Xf | = |f | −nとなる。ベクトル場の局所座標表示をX = Xa

−→
∂

∂pa
+Y a

−→
∂

∂qa
とすると、式 (7.54)

の左辺は

ιXf
ω =

(
(−1)|X|+pXa

−→
∂

∂dpa
+ (−1)|X|+qY a

−→
∂

∂dqa

)
·
(
(−1)n|q|dqa ∧ dpa

)
= −dqa

−→
∂ f

∂qa
− dpa

−→
∂ f

∂pa
, (7.55)

と計算されるので、ハミルトンベクトル場は、

Xf =
f
←−
∂

∂qa

−→
∂

∂pa
− (−1)|q||p|f

←−
∂

∂pa

−→
∂

∂qa
. (7.56)

となる。シンプレクティック形式より以下の次数付きポアソン括弧が得られる。

{f, g} = Xfg = (−1)|f |+nιXf
dg = (−1)|f |+n+1ιXf

ιXgω, (7.57)

と定義される。この次数付きポアソン括弧は以下の恒等式を満たす。

{f, g} = −(−1)(|f |−n)(|g|−n){g, f},

{f, gh} = {f, g}h+ (−1)(|f |−n)|g|g{f, h},

{f, {g, h}} = {{f, g}, h}+ (−1)(|f |−n)(|g|−n){g, {f, h}}.

次数付きポアソン括弧の定義をまとめておこう。

Definition 7.3.2 Mを次数付き多様体とする。f, g, h ∈ C∞(M)とする双線形形式

{−,−} : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M), (7.58)

が次の性質を満たすとき次数−nの次数付きポアソン括弧という。

{f, g} = −(−1)(|f |−n)(|g|−n){g, f},

{f, gh} = {f, g}h+ (−1)(|f |−n)|g|g{f, h},

{f, {g, h}} = {{f, g}, h}+ (−1)(|f |−n)(|g|−n){g, {f, h}}.
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次数−nのポアソン括弧を持つ次数付き多様体 (M, {−,−})を次数−nのポアソン多様体と
いう。

Example 7.3.1 例7.2.2の次数付き余接束M = T ∗[1]Mを考える。C∞(T ∗[1]M) ' Γ(∧•TM)、
この上の滑らかな関数はM 上の多重ベクトル場と同一視される。この次数付き多様体上の次
数−1の次数付きポアソン括弧は Schouten括弧と同型である。すなわち、上記の同型から自
然に次数−1のポアソン括弧と Schouten括弧の同型が得られる。{−,−} ' [−,−]S.

Darboux座標に対しては、

{qa, pb} = δab, {pb, qa} = −(−1)|q||p|δab, (7.59)

となる。２つの関数を f = f(q, p), g = g(q, p)とするとポアソン括弧は局所座標で

{f, g} =
f
←−
∂

∂qa

−→
∂ g

∂pa
− (−1)|q||p|f

←−
∂

∂pa

−→
∂ g

∂qa
, (7.60)

となる。
ベクトル場Xが LXω = 0、すなわち dιXω = 0を満たすとき、Xをシンプレクティックベ
クトル場という。

Proposition 7.3.3 X,Y をシンプレクティックベクトル場とする。このとき、[X,Y ]はハミ
ルトンベクトル場である。このとき、対応するハミルトン関数は−(−1)|X|ιXιY ωである。

Proof 公式 (7.39)より、

ι[X,Y ]ω = (LXιY − (−1)|X|(|Y |−1)ιYLX)ω = (−1)|X|dιXιY ω

= −d[−(−1)|X|ιXιY ω]. (7.61)

さらに２つのハミルトンベクトル場X = Xf , Y = Xgに対して、

ι[Xf ,Xg ]ω = (−1)|f |+ndιXf
ιXgω (7.62)

となるので、したがって、

X{f,g} = −[Xf , Xg] (7.63)
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となる。また ιXf
ιXgω = −(−1)|f |n+|g|(n+1)ω(Xg, Xf )なので、ポアソン括弧は以下の式と等

しい。

{f, g} = (−1)|f |+n+1ιXf
ιXgω

= (−1)(|f |+|g|)(n+1)ω(Xg, Xf )

= (−1)|f ||g|+n+1ω(Xf , Xg). (7.64)

Example 7.3.2 M = T ∗[1]M は余接束なので、標準的なシンプレクティック構造が存在す
る。T ∗M の局所座標を (xi, ξi)とするとシンプレクティック形式 ωは、

ω = dxi ∧ dξi (7.65)

これが大局的に定義されていることを確かめる。ωに対するω = −dϑとなるLiouville１形式

ϑ = ξidx
i (7.66)

で確認すれば十分である。Liouville１形式は (7.11), (7.12)より

ϑ′ = ξ′idx
′i = ξj

∂xj

∂x′i
∂x′i

∂xk
dxk = ξkdx

k = ϑ (7.67)

となり座標変換不変である。

Example 7.3.3 例 7.2.4の次数付き多様体M = T ∗[2]E[1]を考える。この上の標準なシンプ
レクティック形式は局所座標では

ω = dxi ∧ dξi +
1

2
d(kabη

a) ∧ dηb (7.68)

と書ける。これに対する Liouville１形式は

ϑ = ξidx
i − 1

2
kabη

adηb (7.69)

で、座標変換 (7.15)–(7.17)を使うと ϑが座標変換で不変であることが示せる。

7.3.5 Q多様体とQP多様体
Mを次数付き多様体とする。M上の次数+1のベクトル場QでQ2 = 0となるものをホモロ
ジカルベクトル場という。
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Definition 7.3.4 次数付き多様体Mとホモロジカルベクトル場Qの組 (M, Q)を微分次数
付き多様体、またはQ多様体という。

Example 7.3.4 多様体M 上のベクトル束を E として、次数付き多様体M = E[1]を考え
る。局所座標として (xi, ηa)を取る。ここで xiは次数 0のM の座標で、ηaはEのファイバー
の次数 1の座標である。ホモロジカルベクトル場Qは次数+1なので、可能なものは局所座
標で、

Q = ρia(x)η
a ∂

∂xi
− 1

2
Cc

ab(x)η
aηb

∂

∂ηc
(7.70)

と書ける。ここで、ρia(x)とCc
ab(x)は xの関数である。Qがホモロジカル、すなわちQ2 = 0

の条件から、局所関数 ρia(x)とCc
ab(x)の条件式が出る。

Eのファイバーの基底を eaとする。2つの演算、ρ : E → TM , [−,−] : Γ(E)×Γ(E)→ Γ(E)

を次のように定義する。

ρ(ea) := ρia(x)∂i,

[ea, eb] := Cc
abec.

すると、Q2 = 0の条件は (E, ρ, [−,−])が Lie亜代数となることと同値であることが計算でわ
かる。すなわち、E[1]がQ多様体であることは、ベクトル束Eが Lie亜代数であることと同
値である。

(M, ω)を次数nのシンプレクティック多様体とする。M上の次数+1のベクトル場でQ2 = 0

となるものを特にQと書く。

Definition 7.3.5 ３つ組 (M, ω,Q)がQ2 = 0かつ LQω = 0を満たすとき、次数 nの次数付
き微分シンプレクティック多様体、または次数 nのQP多様体という。

シンプレクティック構造 ωから構成されるポアソン括弧を {−,−}とする。ホモロジカルベ
クトル場Qに対するハミルトン関数Θ ∈ C∞(M)をホモロジカル関数という。Θは

Q = {Θ,−}. (7.71)

を満たし、次数は n+ 1となる。Q2 = 0よりΘは

{Θ,Θ} = 0 (7.72)

を満たす。n 6= −1のとき、Θは常に存在する。これは以下の命題よりわかる。
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Proposition 7.3.6 Xが |X| 6= −nであって LXω = 0を満たすとする。このとき、

ιXω = ±d
(

1

|X|+ n
ιXιεω

)
(7.73)

となる。

これは具体的計算より示せる。この命題で、X = Qとおくと |Q| = 1であるので n 6= −1で
あれば対応するハミルトン関数がΘ = ± 1

|X|+n
ιXιεωと求められる。

Example 7.3.5 M = g をベクトル空間とする。dをこのベクトル空間の次元とする。次数
付き多様体M = T ∗[1]g∗を考える。これは、g∗の座標として xa、ファイバーの座標として ξa

を取る。この空間は、∧•g∗ と同型である。実際、g∗の基底を eaとすると、M上の関数

f(x, ξ) =
d∑

k=0

1

k!
f (k)
a1...ak

(x)ξa1 . . . ξak (7.74)

に対して、∧•g の元、
d∑

k=0

1

k!
f (k)
a1...ak

(x)ta1 ∧ . . . ∧ tak (7.75)

を対応させる。
M = T ∗[1]g∗の標準シンプレクティック構造 ω = dxa ∧ dξaを取る。ωが次数１なのでホモ
ロジカル関数Θは次数２である。

Θ =
1

2
Cc

abxcξ
aξb (7.76)

とする。ξaが次数１であるから、Cc
ab = −Cc

baである。また、Θがホモロジカル関数であること
はCc

abがLie環の構造定数であることと同値である。すなわち、eaをgの基底として、括弧積を
[ea, eb] := Cc

abecと定義したとき、括弧積のヤコビ恒等式と同値である。よって、M = T ∗[1]g∗

がQP多様体であることは、gが Lie環であることと同値である。

Example 7.3.6 例 7.2.3の次数付き多様体M = T ∗[1]M を考え、標準シンプレクティック構
造 ω = dxi ∧ dξiを取る。ωが次数１なのでホモロジカル関数Θは次数２である。πij(x)を局
所的な関数として

Θ =
1

2
πij(x)ξiξj (7.77)

とすると、Θがホモロジカル関数であることは π = 1
2
πij(x)∂i ∧ ∂jがポアソンバイベクトル場

であることと同値である。これは具体的な計算で確認できる。
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7.3.6 次数付き多様体の誘導括弧
次数付き多様体上のQP構造は、次数付きでない通常の代数や亜代数との対応関係がある。
２つをつなぐものが次数付き多様体上の誘導括弧 (derived bracket)である。

Definition 7.3.7 (M, ω,Q)をQP多様体とする。ωから構成される（次数付き）ポアソン括
弧を {−,−}、ホモロジカルベクトル場Qに対するホモロジカル関数をΘとする。このとき、
以下で定義される双線形形式 [−,−]D : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M)

[−,−]D := −{{−,Θ},−} (7.78)

を誘導括弧 (derived bracket)という。

QP多様体の次数が nすなわち |ω| = nのとき、Θの次数は n+1なので、誘導括弧 [−,−]D
の次数は−n+1である。誘導括弧は以下のよう次数付きLeibniz公式、および次数付き Jacobi

恒等式を満たす。

Proposition 7.3.8 f, g, h ∈ C∞(M)とすると

[fg, h]D = f [g, h]D + (−1)|f−n+1||g|g[f, h]D (7.79)

[f, [g, h]D]D = [[f, g]D, h]D + (−1)|f−n+1||g−n+1|[g, [f, h]D]D (7.80)

が成り立つ。この公式は、{−,−}の次数付きポアソン括弧の恒等式および、{Θ,Θ} = 0を使
い証明できる。

Remark 7.3.1 誘導括弧は必ずしも（次数付き）歪対称ではない。すなわち一般には

[f, g]D 6= −(−1)|f−n+1||g−n+1|[g, f ]D (7.81)

歪対称化した括弧 [f, g]C = [f, g]D−(−1)|f−n+1||g−n+1|[g, f ]D を考えることもできるが、[−,−]C
は Jocobi恒等式 (??)を満たすとは限らない。

Example 7.3.7 例7.2.4の次数付き多様体M = T ∗[2]E[1]を考える。Eのファイバーに内積を
〈−, −〉を定義しておく。eaをEのファイバーの基底として、kab := 〈ea, eb〉とする。kab = kba

であることに注意する。次に、M上にシンプレクティック構造ω = dxi∧dξi+ 1
2
d(kabη

a)∧dηb

を取る。ωより誘導された次数付きポアソン括弧を {−,−}で表す。たとえば、Mの座標に
関する次数付きポアソン括弧は、

{xi, ξj} = δij, {ηa, ηb} = kab (7.82)
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となる。ここで、kabは kabの逆行列である。
ωが次数２なのでホモロジカル関数Θは次数３で一般の形は ρia(x), Habc(x)を局所的な関数
として

Θ = ρia(x)ξiη
a +

1

3!
Habc(x)η

aηbηc (7.83)

となる。Θのホモロジカル関数の条件 {Θ,Θ} = 0に式 (7.83)を代入すると ρia(x), Habc(x)に
対する以下の条件式が得られる。

kabρiaρ
j
b = 0, (7.84)

ρjb∂jρ
i
a − ρja∂jρib + kefρieCfab = 0, (7.85)

ρjd∂jCabc − ρja∂jCbcd + ρjb∂jCcda − ρjc∂jCdab + kefCeabCcdf + kefCeacCdbf + kefCeadCbcf = 0.

(7.86)

Courant亜代数の定義 6.6.1において、Γ(E)の基底 eaに対して、アンカー写像の局所座標表示
を ρ(ea) = ρia(x)∂i, Dorfman 括弧の局所座標表示を [ea, eb]D = Cc

ab(x)ecと決めると、Courant

亜代数の定義より、ρia(x), Cc
ab(x)が、条件式 (7.84)-(7.86)を満たすことが計算で確認できる。

逆に、ρia(x), Cc
ab(x)が、条件式 (7.84)-(7.86)を満たすとき、上式で決めたアンカー写像と、

Dorfman 括弧がCourant 亜代数の定義を満たす。
したがって、次数付き多様体M = T ∗[2]E[1]がQP多様体であるとき、ベクトル束E上に

Courant亜代数構造が誘導される。逆に、ベクトル束E上にCourant亜代数構造があるとき、
M = T ∗[2]E[1]がQP多様体となる。

Example 7.3.8 M と可微分多様体とする。nを n ≥ 2の自然数として、次数付き多様体
M = T ∗[n]T [1]M を考える。
T [1]M の局所座標として (xi, qi)をとる。ここで、xiは底空間M の次数 0の座標で、qiは
ファイバーの次数 1の座標である。T ∗[n]の座標を (ξi, pi)とする。ξiはM のファイバーの次
数 nの座標で、piは qiに対する次数 n− 1の座標である。
M = T ∗[n]T [1]M は余接束なので次数 nの標準シンプレクティック構造を持つ。局所座標
で書くと、ω = dxi ∧ dξi + (−1)ndqi ∧ dpiとなる。ωより誘導された次数付きポアソンかっこ
を {−,−}で表す。たとえば、基本的なゼロでない次数付きポアソン括弧は

{xi, ξj} = δij, {qi, pj} = δij (7.87)
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となる。
ωが次数 nなのでホモロジカル関数Θは次数 n+1である。ここでは例として、Hi1...in+1(x)

を局所的な関数として、

Θ = ξiq
i +

1

(n+ 1)!
Hi1...in+1(x)q

i1 . . . qin+1 (7.88)

の形を考える。Θとしては次数 n+1の項を他にも加えることもでき、さらに一般の形が可能
である。ここで

H :=
1

(n+ 1)!
Hi1...in+1(x)q

i1 . . . qin+1dxi1 ∧ . . . ∧ dxin+1 (7.89)

と定義すると、HはM 上の n+ 1形式となる。式 (7.88)のΘはHが閉形式、つまり dH = 0

のとき、すなわち、局所座標で表示すると、
∂Hi1...in+1

∂xin+2
+ (i1 . . . in+2 cyclic) = 0 (7.90)

その時に限りホモロジカル関数の条件 {Θ,Θ} = 0 を満たす。ここで (i1 . . . in+2 cyclic)は添字
i1 . . . in+2を巡回的に入れ替えた項を足す、という意味である。
ここで、M = T ∗[n]T [1]M上の上記のQP構造を用いた誘導括弧 {{−,Θ},−}を考える。誘
導括弧は T ∗[n]T [1]M 上の関数の空間 C∞(T ∗[n]T [1]M)上の R双線型形式であるが、今、こ
の誘導括弧次数 0および n− 1の関数の空間C∞

0 (T ∗[n]T [1]M)⊕ C∞
n−1(T

∗[n]T [1]M)上で考え
る。次数 0の関数は、すなわちM上の関数であるから、C∞

0 (T ∗[n]T [1]M) ' C∞(M)である。
その元を f(x) ∈ C∞(M)とする。次数 n− 1の関数は、局所座標では

X + α = X i(x)pi +
1

(n− 1)!
αi1...in−1(x)q

i1 . . . qin−1 (7.91)

とかける。M上の微分同相写像で同じ変換をすることから、piをベクトル場の基底 ∂i =
∂
∂xi、

qiを微分１形式の基底 dxiと対応させることができる。この対応を使うと、式 (7.91)の項は
TM ⊕ ∧n−1T ∗M の切断、すなわち

X + α = X i(x)∂i +
1

(n− 1)!
αi1...in−1(x)dx

i1 ∧ . . . ∧ dxin−1 . . . qin−1 ∈ X(M)⊕ Ωn−1(M)

(7.92)

と同一視できる。ここで、下線を引いたものはベクトル場、微分形式に対応する次数付き多
様体の元である。
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次数 0と n− 1の関数の空間C∞
0 (T ∗[n]T [1]M)⊕C∞

n−1(T
∗[n]T [1]M)上で誘導括弧を考える。

f, g ∈ C∞
0 (T ∗[n]T [1]M), X+α, Y +β ∈ C∞

n−1(T
∗[n]T [1]M)として、具体的に式 (7.88), (7.91)

を代入して計算すると、

− {{f,Θ}, g} = 0, (7.93)

− {{X + α,Θ}, f} = Xf (7.94)

− {{X + α,Θ}, Y + β} = [X,Y ] + LXβ − ιY dα + ιXιYH (7.95)

となる。
誘導括弧−{{X + α,Θ}, f}より、アンカー写像を f ∈ C∞(M)に対して、

ρ(X + α)f = Xf (7.96)

と定義する。また、高次Dorfman括弧を−{{X + α,Θ}, Y + β}より、

[X + α, Y + β]D = [X,Y ] + LXβ − ιY dα + ιXιYH (7.97)

と定義する。すると、式 (7.79)、(7.80)が成り立つので (TM ⊕∧n−1T ∗M, 〈−, −〉, ρ, [−,−]D)
はLeibniz亜代数となる。これをLn亜代数ともいう。ここで、H ∈ Ωn+1(M)は閉形式である
ことに注意する。
したがって、次数付き多様体M = T ∗[n]T [1]MがQP多様体であるとき、ベクトル束TM⊕
∧n−1T ∗M上にLeibniz亜代数構造が誘導される。逆にたどると、ベクトル束TM ⊕∧n−1T ∗M

上に Leibniz亜代数構造があるとき、M = T ∗[n]E[1]がQP多様体となる。

————————————————————————

7.4 Batalin-Vilkovisky(BV)代数
Mを次数付き多様体とする。次数付き多様体M上の測度を µとする。µとしては通常

Berezin測度を取る。
QP構造（dg多様体構造）の拡張として BV代数がある。これはゲージ理論の量子化など
で使われる。
次数 nを奇数として (M, ω)を次数 nの次数付き多様体とする。M上に体積要素 µ = dvが
存在するとする。測度としては通常Berezin測度を取る。Berezin測度とは、
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このとき、発散 div : X(M)→ C∞(M) を、任意の f ∈ C∞(M)に対して、∫
M

dv(divµX)f = −
∫
M

dvXf (7.98)

と定義する。発散を使って奇のラプラス作用素∆ : C∞(M)→ C∞(M)を

∆f :=
1

2
(−1)|f |divµXf (7.99)

と定義する。ここで、Xf は関数 f に対するハミルトンベクトル場である。このとき∆2 = 0

となることが示せる。
逆に、次数付き多様体M上に奇のラプラス作用素∆ : C∞(M) → C∞(M) が存在すると
する。すなわち、|∆|が奇数で、∆2 = 0となるR線形２階微分作用素が存在するとする。こ
れをBV作用素という。このとき、f, g ∈ C∞(M)に対して、

{f, g} := (−1)|f |∆(fg)− (−1)|f |(∆f)g − f(∆g), (7.100)

とおくと、{−,−}は次数−nのポアソン括弧となる。
(M,∆)をBV(Batalin-Vilkovisky)代数という。
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第8章 ポアソン構造と場の理論

8.1 ポアソンシグマ模型
(M,π)をポアソン多様体とする。Σを 2次元可微分多様体として、ΣからM へのなめらか
な写像X : Σ→M の集合Map(Σ,M)を考える。このとき写像空間Map(Σ,M)にM のポア
ソン構造と無矛盾なゲージ理論が構成できる。接束 TM のXによる引き戻しX∗TM に値を
取るΣ上の１形式A ∈ Ω1(Σ, X∗TM)を取る。このとき作用積分を

S =

∫
Σ

(〈A, dX〉+ (π ◦X)(A,A)) , (8.1)

とする。ここで dはΣ上の外微分で、π ◦XはX : Σ → M と πの合成である。M の局所座
標を xiとし、π = 1

2
πij(x)∂i ∧ ∂jとすると、

S =

∫
Σ

(
Ai ∧ dX i +

1

2
πij(X)Ai ∧ Aj

)
, (8.2)

となる。運動方程式は

DX = 0, (8.3)

FA = 0, (8.4)

となる、ここで

DX = dX + (π ◦X)(−, A), (8.5)

FA = dA+ (d(π ◦X))(A,A), (8.6)

作用積分 Sは以下のゲージ変換で不変である。

δX i = (π ◦X)♯(ε) (8.7)

δAi = dε+ d(π ◦X)(A, ε) (8.8)
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ここで、ε ∈ C∞(Σ, X∗TM)である。ゲージ変換の局所座標表示は

δX i = −πij(X)εj, (8.9)

δAi = dεi + ∂iπ
jk(X)Ajεk, (8.10)

となる。

8.2 AKSZシグマ模型
AKSZシグマ模型は位相的場の理論で、微分次数付き多様体すなわちQP多様体から構成さ
れるクラスのことである。QP多様体から直接ゲージ理論の BV形式、BFV形式に相当する
理論が構成される。
AKSZシグマ模型は 2つの次数付き多様体の写像空間上のQP構造のことで以下のように
構成する。２つの次数付き多様体を X , Mとする。X は微分Dを持つ次数付き微分多様体
(X , D)とする。また、X 上でD不変な非退化な測度 µが存在するとする。もう一つの次数付
き多様体Mは次数 nのQP多様体 (M, ω,Q)とする。ここで ωは次数 nの次数付きシンプレ
クティック形式、QはＱ構造とする。また、n 6= 0であればQに対するハミルトニアンΘが
存在する。X からMへのなめらかな写像の集合をMX = Map(X ,M)とする。
両多様体の可微分写像の空間Diff(X )×Diff(M) 自然に写像空間Map(X ,M)に作用する。
両多様体の微分DとQから自然にX ×Map(X ,M)上の微分 D̂と Q̌が得られる。具体的に
書くと、z ∈ X と f ∈ Map(X ,M)として (z, f) ∈ X ×Map(X ,M)を取る。この元に対して
D̂(z, f) = D(z)df(z) および Q̌(z, f) = Qf(z)と定義する。
以下の２つの写像を導入する。代入写像 ev : X ×MX −→M は、z ∈ X および f ∈ MX

に対して

ev : (z, f) 7−→ f(z),

で定義される。
次数付き微分形式上の鎖写像 µ∗ : Ω

•(X ×MX ) −→ Ω•(MX )は ωを次数付き微分形式、v
をX 上の次数付きベクトル場として、

µ∗ω(f)(v1, . . . , vk) =

∫
X
µ(z)ω(z, f)(v1, . . . , vk),

で定義される。ここで ∫X µ(z)はX 上の次数付き積分である。次数付きの場合、積分はいわ
ゆるBerezin積分である。
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２つの写像の（引き戻しの）合成写像 µ∗ev
∗ : Ω•(M) −→ Ω•(MX ) を転入写像といい、M

上の次数付き微分形式を写像空間Map(X ,M) 上の微分形式へ移す。
以上のデータよりMap(X ,M)上に次数付きシンプレクティックが以下のように定義され
る。

Proposition 8.2.1 M上の次数付きシンプレクティック形式を ωとすると ω := µ∗ev
∗ω は

Map(X ,M)上の次数付きシンプレクティック形式となる。

実際、転入写像 µ∗ev
∗は非退化性と閉微分形式の条件を保つのでωは非退化で閉２形式であ

る。Berezin積分 µ∗によって、転入写像 µ∗ev
∗は次数を µの次数分だけ下げるので、ωの次

数が nであれば、ωの次数は n− |µ| である。ωからMap(X ,M)上に次数付きポアソン括弧
{−,−}が定義される。
次に、Map(X ,M)のホモロジカルベクトル場Q、もしくは対応するホモロジカル関数Sを
構成する。Sは 2つのデータの和、S = S0 +S1と 2つの項の和であらわされる。M上の次数
付きシンプレクティック形式 ωに対する。標準（Liouville—-）１形式を ϑとすると ω = −δϑ
となる。ここで δは次数付き外微分である。なお、n 6= 0のときは必ず標準１形式 ϑが大域的
に存在する。これを使って、

S0 := ιD̂µ∗ev
∗ϑ

と定義する。ここで、D̂はX の微分Dから誘導されたMap(X ,M)上の微分である。第 2項
S1はM上のホモロジカル関数Θを転入写像で引き戻して、

S1 := µ∗ev
∗Θ

と定義する。S = S0 + S1 とすると、{S, S}s = 0となることが示される。すなわち S は
Map(X ,M)上のホモロジカル関数である。ここで {−,−}sはωから誘導された次数付きポア
ソン括弧である。
実際、{S, S}s = {S0, S0}s + 2{S0, S1}s + {S1, S1}sであるが、D2 = 0より {S0, S0}s = 0

{Θ,Θ} = 0より {S1, S1}s QP多様体の次数は |ω| = |ω| − |µ|である。
S0 = ιD̂µ∗ev

∗ϑ ωに関する微分D̂のハミルトン関数XS0 = D̂すなわち、{ιD̂µ∗ev
∗ϑ, µ∗ev

∗f} =
{S0, µ∗ev

∗f} = (−1)|S0|ιD̂ιXµ∗ev∗f
ω であること示せる。これより

{ιD̂µ∗ev
∗ϑ, µ∗ev

∗f} = {S0, µ∗ev
∗f}

= (−1)|S0|ιD̂ιXµ∗ev∗f
ω

= −ιD̂µ∗ev
∗df. (8.11)
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という公式が示せるので、ストークスの定理より、µ∗ev
∗df = 0となるので、f = Θを代入す

ると {S0, S1}s = 0が示せる。これより {S, S}s = 0となり Sがホモロジカル関数となる。
まとめると、

Proposition 8.2.2 D不変な非退化な測度µを持つ次数付き微分多様体 (X , D)とQP多様体
(M, ω,Q)に対して、写像空間Map(X ,M)上ω := µ∗ev

∗ω, S = S0+S1 = ιD̂µ∗ev
∗ϑ+µ∗ev

∗Θ

とすると、(Map(X ,M),ω, S) は Sをホモロジカル関数とするQP多様体である。

(Map(X ,M),ω, S)の次数は n− |µ|である。
今次数付き多様体の例として、Xを通常の多様体として、次数付き接束X = T [1]Xをとる
と、|µ| = dimX であるから、QP多様体の次数は n− dimXとなる。

Remark 8.2.1 例えば、dimX = n+ 1とすると、Map(X ,M)の次数は−1となるがこれは
物理のBV形式に相当する。この場合のQP構造は位相的場の理論に対応する。
dimX = nとすると、Map(X ,M)の次数は 0となる。次数 0のシンプレクティック構造か
らは次数 0の次数付きポアソン括弧、すなわち通常のポアソン括弧が得られるのでこれは物
理のBFV形式に相当する。

Definition 8.2.3 Xを n+1次元多様体として次数付き多様体をX = T [1]Xとする。DをX

上の de Rham微分から誘導された微分とする。Mを次数 nのQP多様体とする。このとき命
題 8.2.2で写像空間Map(X ,M)上に構成されるQP多様体構造をAKSZシグマ模型という。

このとき、写像空間N = Map(X ,M)上のQP多様体の次数は−1である。方程式 {S, S} = 0

を古典マスター方程式という。
「量子化」のためには写像空間Map(X ,M)上にBV代数構造を構成する。N = Map(X ,M)

上に測度 ρを仮定すると、この上に例 7.4のように BV代数を構成できる。今の場合空間
は Map(X ,M)である。このとき、QP多様体の次数が nが奇数であれば ∆2 = 0となり、
(Map(X ,M),∆)はBV代数となる。

Remark 8.2.2 一般にN = Map(X ,M)が無限次元のとき積分 ∫
Map(X ,M)

ρは発散するので、
この時奇のラプラシアンの上記の定義は形式的である。一般に次数付き多様体が有限次元で
あっても、奇のラプラシアンはwell-definedとは限らない。

7.4章の議論より、古典マスター方程式は以下の量子マスター方程式

∆(e
i
ℏSq) = 0, (8.12)
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に修正される。ここで、SqはMap(X ,M)上の関数で、~は実数とすることもあるが一般に
は不定元である。一般には古典マスター方程式の解 Sを ~を変形パラメータとして変形した
ものが解となる。∆が 2階微分作用素であることに注意すると、式 (8.12)は

(−2i~∆Sq + {Sq, Sq})e
i
ℏSq = 0, (8.13)

よって

−2i~∆Sq + {Sq, Sq} = 0. (8.14)

と同値である。
——————————————–

Example 8.2.1 (M,π)をポアソン多様体とすると、例 7.3.6よりM = T ∗[1]M は次数１の
QP多様体となる。M上の次数付きシンプレクティック形式を ω、ホモロジカル関数をΘと
する。Σを 2次元多様体として、X = T [1]Σと置く。するとMap(X ,M)上にAKSZシグマ
模型が構成される。
例7.3.6のようにM = T ∗[1]Mの局所座標を (xi, ξi), i = 1, · · · , dim(M)とする。また、T [1]Σ
の局所座標を (σµ, θµ), µ = 1, 2とする。ここで σµはΣの座標、θµはファイバーの座標である。
??????????????????????????????????????????????????????

T [1]Σ上のBerezin測度による積分を∫
T [1]Σ

d2σd2θ (8.15)

と表記する。また、超微分 d = θµ ∂
∂σµ を導入する。すると

S = S0 + S1 = ιD̂µ∗ev
∗ϑ+ µ∗ev

∗Θ

=

∫
T [1]Σ

d2σd2θ [〈ξ, dx〉+ (π ◦ x)(ξ, ξ)]

=

∫
T [1]Σ

d2σd2θ

[
ξidx

i +
1

2
πij(x)ξiξj

]
. (8.16)

となる。xi, ξiを θµで展開すると、θµは次数 1であるから 2次までで終わり、

xi = X i − A+i + c+i = X i − θµA+i
µ +

1

2
θµθνc+i

µν , (8.17)

ξi = −ci + Ai +X+
i = −ci + θµAµi +

1

2
θµθνX+

µνi, (8.18)
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となる。これを式 (8.16)に代入すると

SBV =

∫
T [1]Σ

d2σd2θ

[
Ai dX

i + 1
2
πijAiAj − πijX+

i cj + A+i

(
dci +

∂πjk

∂X i
Aj ck

)
+
1

2

∂πij

∂Xk
c+kci cj +

1

4

∂2πij

∂Xn∂Xk
A+nA+kci cj

]
. (8.19)

A+i = c+i = ci = X+ = 0と置いて θµ積分をおこなうとポアソンシグマ模型の作用積分 (8.2)

に一致する。

8.3 Chern-Simons理論とシンプレクティック幾何
N を３次元多様体として、Lie群Gを構造群とする主ファイバー束 P を考える。P 上に接
続を定義し、その接続１形式をAとする。AはGの Lie代数 g に値を取る１形式である。
このとき、以下の積分をChern-Simons汎関数という。

SCS =
k

4π

∫
N

tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
(8.20)

kはレベルまたは結合定数といわれる整数である。kが整数でなければならない理由はのちに
説明する。この SCSを作用積分とする力学および量子論をChern-Simons理論という。

Remark 8.3.1 Chern-Simons理論はAKSZシグマ模型の例である。

Chern-Simons汎関数の性質を述べる。曲率は

FA = dA+ A ∧ A = dA+
1

2
[A,A] (8.21)

と求められる。変分原理によって Euler-Lagrange方程式を求める。SCS(A)に対して、
dSCS

dt
(A+ ta)|t=0 =

k

2π

∫
N

tr(FA ∧ a) (8.22)

となるので変分原理より FA = 0となる。よってこの理論は平坦接続を記述する。
N が 4次元多様体M の境界となっているとする。すなわちN = ∂M。M 上の位相不変量

（1次ポントリャーギン類）

p1(M) =
k

8π

∫
M

FA ∧ FA (8.23)
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を考える。ストークスの定理より
k

8π

∫
M

tr(FA ∧ FA) =
k

4π

∫
∂M

tr

(
A ∧ dA+

2

3
A ∧ A ∧ A

)
= SCS (8.24)

となるので SCSは p1(M)の境界項である。
次に、Aの Lie群によるゲージ変換A′ = g−1Ag + g−1dgによってどのように変化するか計
算する。ここで g ∈ C∞(N,G) = Map(N,G)はGに値を取る関数である。これをゲージ群 G
という。曲率 FAは

F ′
A = g−1FAg (8.25)

と随伴に変換する。ゲージ変換A 7→ A′は Lie群Gの接続の空間Aへの作用となることが確
かめられる。これより g = eϵとして Lie代数のAへの作用が求められる。Lie代数の作用は

ιXAδA = dε+ [A, ε] (8.26)

となる。ここで ε ∈ C∞(N, g) = Map(N, g)であり、XAは εより誘導されたA上のベクトル
場である。これを無限小ゲージ変換という。この変換でSCSは不変 ιXASCS = 0である。さら
に、SCSは Lie群のゲージ変換で

SCS(A
′) = SCS(A) +

k

4π

∫
∂N

tr(A ∧ dgg−1) +
k

12π

∫
N

tr(g−1dg)3 (8.27)

と変換する。今∂N = ∅とすると、SCS(A
′) = SCS+2πknとなるここでn = k

24π2

∫
N
tr(g−1dg)3 ∈

Z は g : N → Gの写像度である。すなわち第 3項は g : N → Gの写像度に比例した整数とな
る。特にGの３次ホモトピー群が π3(G) 6= 0であれば 0でないものが取れる。
ここで、Σを２次元リーマン面として 3次元多様体N がN = Σ× Rとなっているとする。

Proposition 8.3.1 Σ上で

ω =
1

2

∫
Σ

tr(δA ∧ δA) (8.28)

とすると、これはA上のシンプレクティック形式である。

ここで、δは Σ上の平坦接続のモジュライ空間AΣ上の外微分で、δAは T ∗AΣの元である。
具体的には一つ接続をA0を固定すると、一般のA ∈ Aは a ∈ Ω1(Σ, g)を使ってA = A0 + a

と表される。すなわちAはアフィン空間である。aの集合とAでのAの接空間 TAAΣを同一
視する。この下で a, b ∈ TAAΣ = Ω1(Σ, g)としたとき、シンプレクティック形式は

ω(a, b) =

∫
Σ

1

2
tr(a ∧ b) (8.29)
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を意味する。
——————————-

(8.26)より

ιXAω =

∫
Σ

tr[(dε+ [A, ε]) ∧ δA]

=

∫
∂Σ

tr(εδA) + δ

∫
Σ

tr

[
ε

(
dA+

1

2
[A,A]

)]
=

∫
∂Σ

tr(εδA) + δ

∫
Σ

tr[εFA] (8.30)

∂Σ = ∅のとき、

ιXAω = δ

∫
Σ

tr[εFA] (8.31)

となるので、これより、µ = −FAとおくと運動量写像の条件 ιXµ(g)
ω = −dµ(g)を満たす。式

(8.25)より随伴作用が同変であることが示せるので以下がわかる。

Proposition 8.3.2 Aへのゲージ群の作用に対する運動量写像は µ = −FAとなる。
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第9章 幾何的量子化

9.1 正準量子化
3章のハミルトニアン力学を思い出そう。R2n上の標準シンプレクティック構造ωcan = dxi∧

dpiを考える。これより、正準共役量 (xi, pi)のポアソン括弧は {xi, pj} = δijとなる。
正準量子化とは、(xi, pi)をR2n上の２乗可積分な関数の空間H = L2(R2n)上の次の作用素
に置き換える操作である。Hを波動関数のなすヒルベルト空間という。すなわち、xiを掛け
算作用素 xi, piを微分作用素−i~ ∂

∂xi に置き換える。ここで、L2(R2n)上微分は超関数として
の微分である。ここで ~はPlanck定数と呼ばれる定数である。この置き換えを量子化写像Q
で表す。すなわち、

Q(xi) = xi, Q(pi) = −i~
∂

∂xi
, (9.1)

となる。ポアソン括弧は交換子になり、

Q({xi, pj}) = i~[Q(xi),Q(pj)], (9.2)

となる。写像Qが以下の性質を持つと要求するのが自然である。

1. Q(f)はヒルベルト空間H上の自己共役作用素である。

2. H = L2(Rn)

3. Q(1) = I、ここで IはH上の恒等作用素である。

4. すべての f, g ∈ C∞(M)についてQ({f, g}) = i
~ [Q(f),Q(g)].

しかし、正準量子化は条件３を満たさない。さらに、４つのすべての条件を満たすQは存在
しないことが示される（Groenewoldの定理）。
x, pの三次以上の多項式において、満たさない例が構成できることが直接確認できる。ま
ず、x, pの多項式に対して、Qは x, pの順序の不定性がある。たとえば、これを対称積を取
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ることに固定する（Weyl量子化）。このとき、x2p2 = 1
9
{x3, p3} = 1

3
{x2p, xp2} であるが、

1
9
[Q(x3),Q(p3)] 6= 1

3
[Q(x2p),Q(xp2)]であり、矛盾する。

9.2 前量子化
まず、一般のシンプレクティック多様体上で条件２のヒルベルト空間、H = L2(Rn) に相当
するヒルベルト空間をより大きなヒルベルト空間に変更し、４つの条件を満たすQを構成す
る。これを前量子化という。
(M,ω)をシンプレクティック多様体とする。M は偶数次元 2nである。M 上の複素直線束

Lを考える。すなわちファイバーをCとする複素ベクトル束を考える。さらに Γ(L)上のエル
ミート内積 (−,−)を仮定する。(M,L, (−,−))をエルミート直線束という。
シンプレクティック形式は非退化なので、ωnはM の体積要素となる。L上の切断 s1, s2 ∈

Γ(M,L)に対して、内積を

〈s1, s2〉 =

∫
M

(s1, s2)ω
n (9.3)

と定義する。切断 s ∈ Γ(M,L)は

〈s, s〉 =

∫
M

(s, s)ωn (9.4)

が有限であるとき、２乗可積分であるという。Γ(M,L)上の２乗可積分な切断の集合を完備化
したものヒルベルト空間をH = L2(M,L)と書く。
L上に接続∇ : Γ(L)→ Γ(L⊗ T ∗M)を導入する。接続∇はエルミート接続であるとする。
エルミート接続とは、s1, s2 ∈ Γ(M,L)とX ∈ X(M)に対して

X(s1, s2) = (∇Xs1, s2) + (s1,∇Xs2) (9.5)

となる接続のことである。

Definition 9.2.1 曲率をRとするとき、

R =
1

~
ω, (9.6)

が成り立つとき、Lは前量子化可能であるといい、(L,∇, (−,−))を前量子化（直線）束という。
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以下、Lは前量子化束であるとする。
このとき、f ∈ C∞(M.R)に対して

Qpre(f) = −i~∇Xf
+ f (9.7)

と定義する。ここで第２項は f をかける演算子である。式 (9.7)で定義されたQは 9.1章の
1,3,4の条件を満たす。特に

Proposition 9.2.2 すべての f, g ∈ L2(M,L)についてQpre({f, g}) = i
~ [Qpre(f),Qpre(g)].

Proof

Example 9.2.1 M = R2nとして、座標を (xi, pi)とし、標準シンプレクティック形式 ωcan =

dxi ∧ dpiをとる。Liouville １形式 ϑを ωcan = −dϑとすると、ϑ = pidx
iである。接続の接続

１形式を、
A = −1

~
pidx

i = ϑ (9.8)

と取ると、曲率は
dA =

1

~
ω (9.9)

であるから、R = 1
~ωとなる。ψ ∈ C∞(M,C)に対して、

∇ψ = dψ − iAψ (9.10)

である。さらに、
∇ψ = Xψ − i

~
pi(Xx

i)ψ (9.11)

を使うと
X(ψ1, ψ2) = (∇Xψ1, ψ2) + (ψ1,∇Xψ2) (9.12)

となることが示せる。したがって∇はエルミート接続であり、(L,∇, (−,−))は前量子化束と
なる。Qpreを具体的に計算すると、

Qpre(f) = −i~
(
∂f

∂xi
∂

∂pi
− ∂f

∂pi

∂

∂xi

)
− pi

∂f

∂pi
+ f (9.13)

となる。よって、
Qpre(x

i) = −i~ ∂

∂pi
+ xi, (9.14)

Qpre(pi) = i~
∂

∂xi
, (9.15)

となる。式 (9.14),(9.15)は (9.1) とは異なる。
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9.3 偏極
次に、部分束に制限することにより、Qの作用するヒルベルト空間Hを小さくする。(M,ω)

をシンプレクティック多様体とする。TMCを接束 TM の複素化とする。すなわち

TMC = {X + iY |X,Y ∈ X(M)} (9.16)

TMC上のシンプレクティック形式を

ωT = ω(X1 + iX2, Y1 + iY2) = ω(X1, Y1)− ω(X2, Y2) + i(ω(X1, Y2) + ω(X2, Y1))(9.17)

Definition 9.3.1 シンプレクティック多様体 (M,ω)に対して TM の抱合的なラグランジア
ン部分束F を偏極という。すなわち、

1. 任意のX,Y ∈ X(F)に対して [X,Y ] ∈ X(F).

2. ω|F = 0. すなわち任意のX,Y ∈ X(F)に対して ω(X,Y ) = 0.

を満たすとき、F を偏極という。

実偏極

F = F

複素偏極

Kähler 偏極

Example 9.3.1

81



第10章 変形量子化

10.1 Weyl量子化と変形量子化
正準量子化の置き換えである xi → xi, pi → −i~ ∂

∂xi を以下のように実現しようというのが
Weyl量子化である。
R2の正準座標を (x, p)とする。すなわち、シンプレクティック形式 ω = dx ∧ dpとする。

f(x, p) をR2上の関数とする。このとき、

(f̂ψ)(x) ≡ 1

2π~

∫∫
R2

e
i
ℏ (x−y)pf

(
x+ y

2
, p

)
ψ(y)dydp (10.1)

で波動関数 ψ(x)に作用する作用素 f̂ を定義する。f 7→ f̂ で量子化を決める。すると、

x̂ = x, p̂ = −i~ d

dx
,

となることが直接確認できる。式 (10.1)によるC∞(M)からL2(R2)上の作用素の空間への写
像 f 7→ f̂ をWeyl量子化という。

Lemma 10.1.1 作用素 f̂(x, p) は x̂, p̂の対称化積となる。

２つの関数 f, g ∈ C∞(R) があったとき、

(f̂ · ĝ)ψ(x) = (̂f ∗ g)ψ(x)

となる。ここで、積 ∗は、

(f ∗ g)(x, p) = f(x, p)

[
exp

i~
2

(←−
∂

∂x

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂x

)]
g(x, p)

=
∞∑
n=0

(i~)n

2nn!
f

(←−
∂

∂x

−→
∂

∂p
−
←−
∂

∂p

−→
∂

∂x

)n

g

= fg +
i~
2
{f, g}+ · · · ,

で定義される。これをMoyal積という。一般に f ∗ g 6= g ∗ f であることに注意。
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Lemma 10.1.2 Moyal積は、結合律を満たす。すなわち、f, g, h ∈ C∞(M)に対して、
(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

これを一般の多様体上に一般化する。
M をポアソン多様体とする。すなわちM は可微分多様体で、f, g ∈ C∞(M)に対して、ポ
アソン括弧、

{f, g} = 1

2
πij(x)

∂f

∂xi
∂g

∂xj

が存在するとする。

Definition 10.1.3 (M,π)をポアソン多様体とする。A = C∞(M) の変形量子化とは、~を
形式的パラメータとしてA上の積 ∗ : A× A→ A[[~]] で以下の条件を満たすものを求めるこ
とである。

1. 結合律を満たす。すなわち、f, g, h ∈ Aに対して、
(f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h).

2. f ∗ g =
∑(

i~
2

)n
Bn(f, g)となる。ここで、Bn は双微分作用素で

B0(f, g) = fg, B1(f, g) = {f, g}.

条件を満たす積 ∗をスター積という。また、Dn を微分作用素として、T = 1+
∑∞

n=1 ~nDnと
なる作用素が存在して、

T (f ∗ g) = T (f) ∗′ T (g)

と書けるとき ∗ と ∗′は同値であると定義する。
局所座標で書くと最初の２項は

(f ∗ g)(x) = fg +
i~
2

1

2
πij(x)

∂f

∂xi
∂g

∂xj
+ · · · ,

となる。

Lemma 10.1.4 d = 2mを偶数として Rdを考える。Rdの座標を (x1, . . . , xm, p1, . . . , pm)と
して、シンプレクティック形式として標準シンプレクティック形式 ωcan = dxi ∧ dpiが取れる。
C∞(Rd)上のMoyal積、

(f ∗ g)(x, p) = f(x, p)

[
exp

i~
2

( ←−
∂

∂xi

−→
∂

∂pi
−
←−
∂

∂pi

−→
∂

∂xi

)]
g(x, p)

を考えると、(C∞(Rd), ∗)は変形量子化の定義を満たす。

83



第11章 ポアソン多様体に関連した構造

11.1 ヤコビ多様体
Definition 11.1.1 Mを可微分多様体として、E ∈ X(M)をM上のベクトル場、Λ ∈ X2(M)

をバイベクトル場とする。(E,Λ)が以下を満たすとき、Jacobi構造という。

[Λ, E]S = 0, (11.1)

[Λ,Λ]S − 2E ∧ Λ = 0, (11.2)

ここで、[−,−]Sは Schouten括弧である。Jacobi構造を持つ多様体をヤコビ多様体という。
∗M の局所座標を xiとする。EとΛの局所座標表示

E = vi(x)
∂

∂xi
Λ =

1

2
wij(x)

∂

∂xi
∧ ∂

∂xj
(11.3)

をとると、式 (11.1)と (11.2)は

wki ∂v
j

∂xk
− wkj ∂v

i

∂xk
+ vk

∂wij

∂xk
= 0,

wli∂w
jk

∂xl
− viwjk + Cycl(ijk) = 0, (11.4)

となる。E = 0のときは Jacobi構造は [Λ,Λ] = 0となりポアソン構造となる。
f ∈ C∞(M)に対してベクトル場Xf を任意の g ∈ C∞(M)に対して、

Xfg = Λ(df, dg)− fE(g) (11.5)

と定義する。Xf を f に対するハミルトンベクトル場という。
M上の可微分関数の空間C∞(M)上のR-双線形形式{−,−}J : C∞(M)×C∞(M)→ C∞(M)

を、f, g ∈ C∞(M)に対して、

{f, g}J = −Xg(f) + fE(g) (11.6)

∗代数幾何で現れるヤコビ多様体 (Jacobi variety)とはまったく違う概念である。
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と定義する。ハミルトンベクトル場とヤコビ括弧は局所座標では

Xf =

(
wij ∂f

∂xj
− fvi

)
∂

∂xi
, (11.7)

{f, g}J = wij ∂f

∂xi
∂g

∂xj
+ fvi

∂g

∂xi
− gvi ∂f

∂xi
(11.8)

となる。ヤコビ括弧はヤコビ恒等式

{{f, g}J , h}J + {{g, h}J , f}J + {{h, f}J , g}J = 0 (11.9)

を満たすが一般に Leibniz則を満たさない。

Example 11.1.1 R2n+1の局所座標を (q0, q1, . . . , qn, p1, . . . pn)とする。

E =
∂

∂q0
, (11.10)

Λ =
∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
+

∂

∂q0
∧ pi

∂

∂pi
(11.11)

とするとヤコビ構造となる。

Example 11.1.2 多様体M が奇数次元 2n + 1次元とする。M のすべての点で Λn ∧ E 6= 0

のとき、ヤコビ構造は非退化であるという。このときヤコビ構造は接触構造と同値である。
M上の微分１形式α ∈ Ω1(M)がMのすべての点でα∧ (dα)n 6= 0となるとき、αを接触形
式という。
M上の接触形式αが存在するとして、写像TM → Rをα(X) = ιXαと定義する。接束TM

の部分束 ξ = kerαを接触構造という。
接触多様体 (M,α)が与えられたとき、

α(E) = 1 (11.12)

ιEdα = 0 (11.13)

となるベクトル場E ∈ X(M)はReebベクトル場と呼ばれる。また、関数 f ∈ C∞(M)に対
して、任意の V ∈ ξ = kerαに対して、

df(V ) = dα(Xf , V ) (11.14)

α(Xf ) = −f (11.15)
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を満たすベクトル場Xf をハミルトンベクトル場という。このとき、

dα(Xf , E) = 0 (11.16)

LXf
α = −E(f)α (11.17)

を満たす。
バイベクトル場Λ ∈ X(M)を任意の β ∈ Ω1(M)、f, g ∈ C∞(M)に対して

Λ(df, dg) = dα(Xf , Xg), (11.18)

Λ(α, β) = 0. (11.19)

で決める。このとき、EとΛはヤコビ構造となる。逆に、非退化なヤコビ構造 (Λ, E)が存在
するとき、(11.12), (11.13), (11.18), (11.19) より接触構造が定義される。このとき、(11.5)で
定義されるハミルトンベクトル場Xf は (11.14), (11.15)を満たす。
M の局所座標を (q0, q1, . . . , qn, p1, . . . pn)として α = dq0 − pidqiとすると接触形式となる。
この座標系をDarboux座標という。このとき、dα = dqi ∧ dpiとなり、

E =
∂

∂q0
, (11.20)

Λ =
∂

∂qi
∧ ∂

∂pi
+

∂

∂q0
∧ pi

∂

∂pi
(11.21)

となる。ヤコビ括弧はDarboux座標では

{f, g}J =
∂f

∂qi
∂g

∂pi
− ∂f

∂pi

∂g

∂qi
+ pi

∂f

∂q0
∂g

∂pi
− pi

∂f

∂pi

∂g

∂q0
+ f

∂g

∂q0
− g ∂f

∂q0
(11.22)

となる。

Example 11.1.3 M偶数次元で、Mのすべての点でΛn 6= 0 とする。このときヤコビ構造は
局所共形シンプレクティック構造と同値である。
2n次元の多様体M上の非退化２形式Ω ∈ Ω2(M)と閉１形式 θ ∈ Ω1(M)の組で dΩ = θ∧Ω
となるものを局所共形シンプレクティック構造という。Λ := Ω−1とおき、Eを任意の βに対
して θ(β) = Ω(E, β)となるベクトル場とすると (Λ, E)はヤコビ構造となる。

11.1.1 ポアソン多様体への埋め込み
ヤコビ多様体のポアソン多様体への標準的な埋め込みがある。(M,Λ, E)をヤコビ多様体と
する。M × Rを考え、ここにM × {0} ⊂M × RとしてM を埋め込む。

86



Rの座標を tとしてM × R上のバイベクトル場

Λ̃ := e−t

(
Λ +

∂

∂t
∧ E

)
(11.23)

を考える。このとき Λ̃がポアソン構造、すなわち

[Λ̃, Λ̃]′S = 0, (11.24)

となることは (Λ, E)がヤコビ構造であることと同値である。ここで、[−,−]′SはM ×Rに拡張
された Schouten括弧である。これをヤコビ構造のポアソン化という。関数 f̃ , g̃ ∈ C∞(M ×R)
に対して、Λ̃より決まるポアソン括弧は

{f̃ , g̃} = e−t

(
wij ∂f̃

∂xi
∂g̃

∂xj
+
∂f̃

∂t
vi
∂g̃

∂xi
− vi ∂f̃

∂xi
∂g̃

∂t

)
(11.25)

Darboux座標では

{f̃ , g̃} = e−t

(
∂f̃

∂qi
∂g̃

∂pi
− ∂f̃

∂pi

∂g̃

∂qi
+ pi

∂f̃

∂q0
∂g̃

∂pi
− pi

∂f̃

∂pi

∂g̃

∂q0
+
∂f̃

∂t

∂g̃

∂q0
− ∂f̃

∂q0

∂g̃

∂t

)
(11.26)

である。M 上の関数 f ∈ C∞(M)に対してM ×R上の関数 f̃ = etf を対応させると、ポアソ
ン括弧 (11.25)よりヤコビ括弧 (11.6)が得られる。
2n+ 1次元多様体M 上の接触構造 αとするとM ×R上の閉２形式 ω = d(etα)はシンプレ
クティック形式となる。この (M,α)に対する (M ×R, ω)を接触構造のシンプレクティック化
という。ヤコビ構造が非退化の時はこれはヤコビ構造のポアソン化と同値である。
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第12章 部分多様体とシンプレクティック
葉層

12.1 ポアソン多様体の部分多様体
(V, ω)をシンプレクティックベクトル空間とする。このとき部分ベクトル空間W に対して、
シンプレクティック直交補空間を

W⊥ω := {v ∈ V |ω(u, v) = 0, ∀u ∈ W} = (ω♭)−1(W ◦) (12.1)

とする。ここでW ◦ ⊂ V ∗はW の任意の元 u ∈ W に対して ω(u, v) = 0となる元（消滅因子）
の集合とする。これをポアソン多様体に一般化する。(M,π)をポアソン多様体とする。

Definition 12.1.1 M の部分多様体をN とするとき、

TxN
⊥π := π♯

x(TxN
◦) (12.2)

を π直交補空間という。

Definition 12.1.2 部分多様体NがMに対してポアソン横断的とはすべてのx ∈ Nに対して

TxM = TxN + TxN
⊥π (12.3)

となることをいう。

12.2 シンプレクティック葉層、シンプレクティック実現
(M,π)をポアソン多様体とする。ハミルトンベクトル場Xf で生成される 1パラメータフ
ローを φt

Xf
とする。ここで tはパラメータである。多様体の点に同値関係を定義する。2つの

点 x1, x2は f1, . . . , fn ∈ C∞(M)が存在して、

x2 = φ1
Xf1
◦ . . . ◦ φ1

Xfn
(x1) (12.4)
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となるとき、点 x1と x2同値と定義する。x1 ∼ x2。この同値類をポアソン多様体の軌道とい
う。以下で軌道にはシンプレクティック構造が誘導されることを示す。このため、軌道をシン
プレクティック葉層ともいう。
M 上の点 xに対して、

Tx := {v ∈ TxM |∃f ∈ C∞(M), Xf (x) = v}, (12.5)

と定義するとXf = π♯df なので、Tx = Im(π♯
x) となる。

一般に、線型部分空間の集合D := {Tx|x ∈M}は（一般）分布と言われる。Dは有限個の
可微分なベクトル場X1, . . . , Xs ∈ Dで張られるとき、可微分であるという。

Theorem 12.2.1 Dは可積分である。

Theorem 12.2.2 ポアソン多様体 (M,π)の軌道 Sはその埋め込み写像が可微分となる可微
分構造が一意に存在する。任意の x ∈ Sで

TxS = Im(π♯
x) (12.6)

で、Sには α, β ∈ T ∗
xM として

ωS(π
♯
xα, π

♯
xβ) = −πx(α, β) (12.7)

で定義されるシンプレクティック構造が存在する。

2s = rank(π|S)とおく。

Corollary 12.2.3

(S, ω−1
S ) ↪→ (M,π) (12.8)

はポアソン写像である。

Definition 12.2.4 シンプレクティック形式軌道 (S, ωS)はシンプレクティック葉、またはシ
ンプレクティック葉層構造という。

Definition 12.2.5 ポアソン多様体 (M,π)のシンプレクティック形式 ωS を持つ軌道 Sをシ
ンプレクティック葉という。シンプレクティック葉 Sの族

Fπ = {(S, ωS)} (12.9)

をシンプレクティック葉層構造という。
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12.2.1 正則ポアソン構造
(M,π)をポアソン多様体とする。

Definition 12.2.6 バイベクトル場 π ∈ X2(M) に対して、写像 π♯
x : T ∗

xM → TxM の像の次
元を πの x ∈M での階数 rankという。

Definition 12.2.7 バイベクトル場 π ∈ X2(M) に対して、写像 π♯
x : T ∗

xM → TxM の像の次
元を πの x ∈M での階数 rankという。

Definition 12.2.8 多様体の点 x ∈M の近傍で πの階数が定数のとき xを正則点という。そ
うでないとき特異点という。

Definition 12.2.9 多様体のすべての点で πの階数が一定のとき、πを正則ポアソン構造と
いう。

Definition 12.2.10 ２つのポアソン構造 π0と π1は閉２形式B ∈ Ω2(M)が存在して

ω1
S − ω0

S = B|S (12.10)

となるとき、ゲージ同値という。このとき π1 = eBπ0と書く。eBをB変換という。

Theorem 12.2.11 (Moserの補題) M をコンパクト多様体とし、{πt}t∈[0,1]をポアソン構造
のなめらかな族とする。もし、なめらかな微分 1形式の族αtが存在して、完全２形式Bt = dαt

を用いて

πt = eBtπ0 (12.11)

と表されるならば、(M,π0)と (M,π1)はポアソン微分同相である。

Proof

12.2.2 シンプレクティック実現
Definition 12.2.12 (M,π)をポアソン多様体とする。シンプレクティック多様体 (S, ω)で写
像 ϕ : S → M がポアソン写像で、かつ全射沈めこみとなるとき (S, ω)を (M,π)のシンプレ
クティック実現という。
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—————————————— ??????????????????????

Example 12.2.1 M を任意の多様体とする。M には必ずゼロポアソン構造 π0が存在する。
余接束S = T ∗Mには標準的なシンプレクティック構造ωcanが存在する。ωから構成される標
準ポアソン構造を πcanとする。φ : T ∗M → M を自然な射影とすると、これは全射沈めこみ
で φ : (T ∗M,πcan) → (M,π0)はポアソン写像であるから S = T ∗M はM のシンプレクティッ
ク実現である。

(12.12)

Example 12.2.2 g∗

12.2.3 積分問題
シンプレクティック実現
—————————–
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第13章 特異葉層

13.1 特異葉層
X(M) = Γ(TM)を多様体M 上のベクトル場の空間とする。Xc(M)をコンパクトな台を持
つベクトル場の空間とする。C∞

c (M)をコンパクトな台を持つC∞関数の集合とする。

Definition 13.1.1 (singular foliation) 多様体M上のベクトル場の空間X(M)の部分集合
F が以下の 3つの条件を満たすとき葉層という。

1. F はXc(M)のC∞
c (M)部分加群

2. 局所有限生成

3. [F ,F ] ⊂ F

Stefan-Sussmann 特異葉層ともいう。

Example 13.1.1 (E, ρ, [−,−])を Lie亜代数とする。ここでEは多様体M 上のベクトル束、
ρ : E → TM はアンカー写像、[−,−]は Γ(E)上の Lie括弧である。F := ρ(Γc(E))とすると
F は特異葉層である。

13.1.1
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