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寺嶋郁二氏によって導入された超多様体上の Poisson 関数 [1][2] とは通常の Poisson 構造の

一般化である。Poisson 関数と物理理論であるシグマ模型との関係、およびそれにもとづいて

Poisson 関数の一般化を考える。

E を多様体 M 上のベクトルバンドルとする。Eに付随した超多様体 (supermanifold) ΠE

とは、M の局所チャートをU、Eのファイバーを V とすると、局所的に C∞(U)⊗∧V ∗ とな

る多様体M 上のZ2 超可換代数の層の局所環付き空間である。ここで Π はファイバーの偶

奇を変える作用である。このときC∞(ΠE) ≃ Γ(∧•E)となる。さらに T ∗ΠV ≃ Π(V ⊕ V ∗)と

考えて、その余接バンドルM = T ∗ΠE を考える。

ΠEの局所座標を (xi, qa)、T ∗ΠEの局所座標を (ξi, pa)とする。T ∗ΠE には超シンプレク

ティック構造 ω = δxi ∧ δξi + δqa ∧ δpaが入る。このシンプレクティック構造から定義される

超 Poisson 括弧を {−,−}と書く。
T ∗ΠE 上に、2重次数 bidegreeを局所座標 (xi, qa, ξi, pa) の bidegreeをそれぞれ (0, 0),

(1, 0), (1, 1), (0, 1)として定義する。定義から ωは bidegree (1, 1)、ポアソン括弧 {−,−} は
(−1,−1)を持つ。Φ ∈ C∞(M)が bidgeree (a, b)を持つ時、全次数 (total degree) を和、|Φ| =
a+ bで定義する。

Definition 0.1 全次数 3の関数 Θ ∈ C∞(M) が {Θ,Θ} = 0 を満たすとき、homological

function と呼ぶ。

homological functionについては次の基本的な定理がある。[3]

Theorem 0.2 全次数 3の homological function はE上にCourant algebroid 構造を誘導する。

α ∈ C∞(T ∗ΠE)に対して、eδαΘ = Θ+{Θ, α}+ 1
2
{{Θ, α}, α}+ · · · として正準変換 (canonical

transformation)を定義する。

Definition 0.3 homological function Θに対して α ∈ C∞(T ∗ΠE) として、Θ′ = eδαΘを考え

る。Θ′ も homological {Θ′,Θ′} = 0のとき、eδα を正準変換という。

Definition 0.4 Θ を homological function とする。bidegree (0, 2) の α ∈ C∞(T ∗ΠE) によ

る正準変換が (eδαΘ)(0,3) = 0を満たすとき、αを Poisson 関数という。ここで、(−)(0,3)は

bidegree (0, 3)成分である。



例として Poisson 構造、twisted-Poisson 構造 [4]、quasi-Poisson 構造 [5]などがPoisson 関数

として実現できる。

Poisson 関数は物理のシグマモデルに現れる。シグマモデルとは 2つのファイバーバンド

ルの写像空間 {Φ|Φ : TX −→ E} 上の力学である。一般にこの理論はゲージ対称性が存在し、
その無矛盾条件がEの幾何学的、代数的条件として記述される。特に TXとEに計量を仮定

しない位相的シグマモデルの場合を考えると、Xが 3次元閉多様体のとき、ゲージ対称性の

無矛盾条件は homological function Θ の存在と同値である。

いまX が境界を持つ多様体である場合を考えよう。このとき、理論には境界項を導入す

ることができる。境界項は上記の αで記述され、境界項がゲージ対称性と無矛盾であるとい

う条件には αの条件が追加される。理論の無矛盾条件はΘ が homological function であって

αが Poisson 関数であるという条件と同値となる。

Xを自然に n+ 1次元の開多様体に拡張することができる。このときの位相的シグマ模型

を位相的開膜理論 (topological open membrane) [6]という。この理論の境界項の無矛盾

条件より Poisson 関数の一般化が定義される。さらにこの幾何構造を解析する。

一般化された Poisson 関数は豊富な幾何構造を含む。特に n次の一般化された Poisson 関

数は特別な場合として n次の南部-Poisson 構造を含む。[7] この構造を解析することは膜理論

の解析に重要である。また、さまざまな幾何的構造の統一的理解にも有用だと考えられる。
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