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記号上の約束。
• N = {0, 1, 2, . . .}とする。
• 集合の包含関係 S ⊂ T は、特に断りの無い限り、S = T の場合も含むもの
とする。
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はじめに

Q (有理数全体の集合), R (実数全体の集合), C (複素数全体の集合) のように四則
演算 (+,−,×, /)が自由に行える集合を体とよぶ。体論は代数方程式の研究に伴って
発展・整備されてきたと考えられる。
代数方程式の研究とは、つまるところ方程式の係数と解の関係を調べることであ

る。方程式の係数を含むじゅうぶん小さな体Kと方程式の解と係数を同時に含む十
分小さな体 Lを考えると、代数方程式の研究は、「係数と解の関係」といった素朴
な視点から、「体Kとそれを含むより大きな体Lの関係」を調べることと捉え直さ
れる。この新たな視点で代数方程式を眺めることによって、初めて、代数方程式が
「代数的に解ける」ことの意味が明確に理解され、さらには、５次以上の代数方程式
には（２，３、４次方程式の場合とは違って）「解の公式」が存在し得ない本質的理
由が明らかになる。
本講座のテーマは、包含関係にある２つの体K ⊂ L – これを拡大体という– の関

係を詳細に研究することである。ここでの最大のアイディアは、フランスの数学者
Evariste Galois (1811–1832)によって発見された、体と群の対応関係（Galois対応)
である。これによって、拡大体の構造を群論を使って調べることが可能となる。

Galoisのアイディアは、方程式論や代数学にとどまらず、現代数学の広い範囲に
影響を与えている。また、ガロア理論そのものも、整数論や代数幾何学といった分
野を中心に、現代でも盛んに研究が続けられている。
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1. 有限次代数拡大

1.1. 体とその拡大体. 体Lを研究する際、構造がよく知られているより単純な体K
がその一部に含まれていると議論がしやすくなることがある。つまり、K ⊂ Lと
なっている場合、KとLを比較し、LはKに比べてどれぐらい、あるいは、どのよ
うに複雑になっているかを調べるわけである。

定義 1 (拡大体). 2つの体K, Lが、K ⊂ Lのような包含関係にあって、
(1) Kの積演算、加法演算は Lのものが流用されている。
(2) 従って特に、K の 0 (加法の単位元), 1 (乗法の単位元)は Lの 0, 1と同じ
もの、

であるとき、「LはKの拡大体」、「Kは Lの部分体」、「L/Kは拡大 (体)」、「Kは
Lの部分体」という。

例 2. Q ⊂ R ⊂ Cを考える。
(1) CはRに

√
−1を「付け加えて」得られる拡大体。

(2) RはQに、全ての無理数を「つけ加えて」得られる拡大体。
「付け加える」の正確な意味については、後に触れるであろう。

定義 3 (1変数の多項式環). Kを体（または可換環）とし、不定元（変数）xを使って

K[x] =

{
n∑
i=0

aix
n | ai ∈ K, Z ∋ n ≥ 0

}
と定義される集合をK 上の多項式環と呼ぶ。これはK の要素を係数とする変数 x
についての多項式全体の集合に他ならず、多項式同士の掛け算、加法、減法により、
k[x]は可換環になる。

例 4 (有理関数体). K を体とし、不定元 (変数）xを使って Lを以下のように定義
する：

L = K(x) :=

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ K[x], g(x) ̸= 0

}
とする。LはKに不定元 xを付け加えて得られる拡大体である。K(x)を有理関数
体と呼び、以下に述べる純超越拡大の典型例である。

定義 5 (代数的元と超越元). 拡大体 L/Kを考える。
(1) a ∈ LがK上代数的であるとは、適当な f(x) ∈ K[x]が存在して、aが f の
零点になっている、すなわち、f(a) = 0になっている場合をいう。

(2) a ∈ LがK上代数的でないとき、aはK上超越的であるという。
(3) L/Kが代数拡大であるとは、Lの全ての元がK上代数的であることをいう。
(4) Lの中に超越的な元が含まれている場合（L−Kの中に代数的元が含まれて
いてもよい）、L/Kは超越拡大であるという。

(5) K −Kの元が全て超越的であるとき、L/Kは純超越拡大であるという。

例 6 (代数的数). 拡大体C/Qを考える。Q上代数的なCの元は代数的数と呼ばれる。
• a =

√
−3 ∈ CはQ上代数的である。実際、aは f = x2 + 3 ∈ Q[x]の零点で

ある。
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• ζ =
−1 +

√
−3

2
はQ上代数的である。実際、ζ は f = x2 + x + 1 ∈ Q[x]の

零点、つまり１の原始 3乗根である。
• a ∈ Qならば、aはQ上代数的である。実際、aは f = x− a ∈ Q[x]の零点
である。

• π (円周率)や、e (自然対数底)は、Q上超越的である。このことの証明は難
しい。一般にある複素数がQ上超越的であることを証明するのは難しい。

• Cには
√
−3や 1の原始 3乗根など、Q上代数的な元が沢山含まれているが、

同時に πや eなどの超越的な元も含まれている。従って、C/Qは超越拡大で
あるが、純超越拡大ではない。

例 7 (純超越拡大体). 有理関数体 L = Q(x)によって、拡大体 L/Qを考える。任
意の元 a ∈ L − Q は、定数でない xについての有理関数。これはQ上超越的であ
る。実際、どんな f ∈ Q[x]を持ってきても、f(a)は変数 xを含んだ有理式である
ことにかわりなく、決して f(a) = 0にはならないからである。例えば、a = x

x2+3
,

f = 2x3 + x− 1 ∈ Q[x]とすると

f(a) = 2 ·
(

x

x2 + 3

)3

+
x

x2 + 3
− 1 ̸= 0.

従って、Q(x)/Qは純超越的である。ここで、右辺の ̸= 0は「xの式として 0ではな
い」という意味であって、「xにどんな値を代入しても 0にならない」という意味で
はないことに注意。

1.2. 拡大次数. 拡大体 L/Kについて、Kと Lを比較する際、もっとも素朴な疑問
のひとつは「LはKの何倍の大きさか？」であろう。それを測る尺度が拡大次数で
あり、それは拡大体が線形空間になっているという性質を使って定義される。

命題 8. 拡大体 L/Kが与えられた時、LはK-線形空間である。

Proof. 線形空間の公理をチェックすればよい。すなわち、
加法群としての公理: a, b ∈ Lに対して、a+ b ∈ Lなる加法演算が定義されて
いて、
(1) (a+ b) + c = a+ (b+ c)
(2) a+ b = b+ a
(3) 任意の a ∈ Lに対して a+ 0 = 0 + a = aとなる元 0 ∈ Lが存在する。
(4) 任意の a ∈ Lに対して、−a ∈ Lなる元が存在して、a+ (−a) = 0.

スカラー倍についての公理: λ, µ ∈ K, a, b ∈ Lとすると、
(1) (λµ)a = λ(µa)
(2) 1a = a
(3) λ(a+ b) = λa+ λb
(4) (λ+ µ)a = λa+ µa

加法群としての公理は、Lが体だから当然満たされる。また、スカラー倍について
の公理も、LがK拡大体だから、当然成り立つ。 �
定義 9 (中間体). E/K, L/Kが拡大（体）、すなわちK ⊂ E ⊂ Lのとき、Eを拡大
体 L/Kの中間体と呼ぶ。
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定義 10 (拡大次数). 拡大体 L/K に対し、[L : K] := dimK Lと書き、L/K の (拡
大)次数と呼ぶ。[L : K] <∞ (または、= ∞)のとき、L/Kは有限 (次)拡大 (また
は、無限 (次)拡大)と呼ぶ、

例 11. 有理関数体による拡大 Q(x)/Qに対して、[Q(x) : Q] = ∞である。実際、
Q(x) ⊃ Q[x] ⊃ Qであるが、Q[x]はQ上の無限次元ベクトル空間である（Q上の
Q[x]の線形基底は無限集合 {1, x, x2, x3, . . . , }だから）。よってQ(x)もやはりQ上
の無限次元ベクトル空間。

命題 12. [L : K] <∞なる拡大体 L/Kは、代数拡大である。

Proof. 実際、LにK上超越的な元 t ∈ Lが含まれていれば、tはどんな多項式f ∈ K[x]
の零点にもなっていないのだから、tは変数のように考えてもよい。つまり、

K[t] = {f(t) | f(x) ∈ K[x]}
は多項式環K[x]と同一視できる。そこで、

L ⊃ K[t] ⊃ K

より [L : K] ≥ dimK K[t] = ∞だから、[L : K] = ∞. �
命題 12の別証明. [L : K] = n < ∞とし、任意の元 ξ ∈ Lをとる。すると、すく
なくとも ξ0, ξ1, . . . , ξnはK-線形従属のはずである。よって適合な元 ci ∈ Kが存在
して

c0 + c1ξ + · · ·+ cmξ
m = 0 (m ≤ n, cm ̸= 0)

となる。従って、ξは

f(x) = cmx
m + cm−1x

m−1 + · · ·+ c0 ∈ K[x]

によって f(ξ) = 0となるから、k上代数的である。 �
注意 13 (無限次数代数拡大). [L : K] = ∞であっても、L/Kは超越的であるとは限
らず、無限次代数拡大というものが存在するが、本講ではそれいついては触れない。

命題 14. 拡大K ⊂ E ⊂ Lに対して [L : K] = [L : E] · [E : K].

Proof. 有限次拡大の場合、LのE-線形基底をa1, . . . , am, EのK-線形基底をb1, . . . ,bn
とおくと、aibj (1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n)がLのK-線形基底になり、その個数はm ·n
となる。それを確かめるためには、以下のことを示せばよい。

(1) 任意の a ∈ Lが a =
∑

i,j αi,jaibj, αij ∈ Kの形に書き表せること。
(2) 0 =

∑
i,j αi,jaibj, αij ∈ K, ならば全ての αij = 0であること。

(1)の証明: aを E 線形空間 Lの要素と見ると、a =
∑m

i=1 ciai, (∃ci ∈ E) と
書き表せる。また、各 ciはK 線形空間 E の要素だから、ci =

∑n
j=1 αijbj,

(∃αij ∈ K) と書き表せる。これらを纏めると、

a =
m∑
i=1

ciai =
m∑
i=1

(
n∑
j=1

αijbj)ai =
∑
i,j

αijaibj
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(2)の証明: 上の式で a = 0とおいてみると、ai, (i = 1, . . . ,m), がE上一次独
立だから、

∑
j αijbj = 0, (i = 1, . . . ,m), である。さらに。bj, (j = 1, . . . , n),

がK線形独立だから、αij = 0, (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n), となる。
L/E, L/K, E/Kのいずれかが無限次拡大の場合、上のm, nのいずれかが∞の場
合は、基底 aibjも無限個になるので、明らかに [L : K] = [L : E] · [E : K](= ∞)が
成り立つ。また、[L : K] = ∞ のとき、[L : E], [E : K] <∞ならば、上の証明によ
り [L : K] <∞となり矛盾。よって [L,E] = ∞または [E : K] = ∞でなければなら
ず、この場合も [L : K] = [L : E] · [E : K](= ∞)が成り立つ。 �
1.3. 単純代数拡大. ここでは、拡大体を構成するための基本的な方法 (Kroneckerの
方法)を示す。これは１変数の多項式環K[x]の極大イデアルによる剰余環という形
で体を構成するものだが、後に出てくる、より複雑な拡大体の構成法やそれにまつ
わる考察の基礎となる重要なテクニックである。

1.3.1. 単純拡大.

定義 15 (単純拡大). 体KとKに含まれない元 aが与えられた時、集合K ∪ {a}を
含む最小の体をK(a)と書き表す。すなわち、K ∪ {a} ⊂ Lなる任意の体 Lに対し
て、K ⊂ K(a) ⊂ Lとなるような体がK(a)である。これをKに aを付け加えて得
られる単純拡大（体）と呼ぶ。

注意 16. 厳密に言えば、上の定義で「元 a」は一体どこから持ってきたのかを明示
しないと意味をなさない。実際、単純代数拡大の場合は、aは後述するKの代数的
閉包Kから取ってくる。しかしここでは、この問題をあまり気にしないことにする。

例 17 (単純超越拡大). 任意の体K に不定元（変数）xを付け加えて得られる単純
拡大体は、（１変数の）有理関数体K(x)にほかならない。

例 18 (単純代数拡大). 有理数体Qに
√
−2 ∈ Cを付け加えた単純拡大体Q(

√
−2)

を求めてみよう。まず、Q(
√
−2)は「Qと

√
−2だけを使ってありとあらゆる四則

演算を行った結果を全て集めたもの」にほかならないことに注意しよう。つまり、
a :=

√
−2としたとき、

(1)
c0 + c1a+ c2a

2 + · · ·+ cma
m

d0 + d1a+ d2a2 + · · ·+ cnan
(n,m ∈ N, ci, dj ∈ K, 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n)

の形の元を全て集めたものがQ(
√
−2)となる。ところが、

(
√
−2)2 = −2 ∈ Q

だから、0 ≤ n,m ≤ 1でよいことがわかるので、(1)の式は、実は

c0 + c1
√
−2

d0 + d1
√
−2

=
(c0 + c1

√
−2)(d0 − d1

√
−2)

(d0 + d1
√
−2)(d0 − d1

√
−2)

=
(c0d0 + 2c1d1)

d20 + 2d21
+
c1d0 − c0d1
d20 + 2d21

·
√
−2

で良いことがわかる。しかも、この表し方は一意的である（つまり α + β
√
−2 =

γ + δ
√
−2ならば、α = γかつ β = δが成り立つ）。よって、Q(

√
−2)の任意の元は

α + β
√
−2, (但し α, β ∈ Q)の形をしている。従って、

Q(
√
−2) = Q · 1⊕Q ·

√
−2 = {α + β

√
−2 | α, β ∈ Q}
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すなわち、Qは {1,
√
−2}を基底とする２次元の Q線形空間であることがわかり、

[Q(
√
−2) : Q] = 2. 従って、命題 12より、Q(

√
−2)/Qは代数拡大である。

ここで、以下のことに注意したい。a =
√
−2は x2 + 2 ∈ Q[x]の零点だから、Q

上代数的数である。Qに代数的数 aを付け加えた単純拡大Q(a)が代数的であること
を示すには、Q(a)に含まれるQや a以外の元、つまりQ(a)−Q ∪ {a}に含まれる
全ての元もやはりQ代数的になることを保証しなければならない。これは決して自
明な事実ではなく、命題 12のような議論を経てわかることなのである。

1.3.2. Kroneckerの方法. ここでは、Q(
√
−2)/Qのような単純代数拡大の一般的な

構成法を与えよう。ある拡大体 L/Kが与えらていて、K上に代数的な元 a ∈ L が
あったとする。この時、Kの代数的単純拡大体K(a)を構成しよう1。

Step 1: aはK上代数的だから、適当な多項式 f ∈ K[x]の零点になっている。
しかし x = aを零点にもつ多項式は沢山ある（例えば、上の f と任意の別
の多項式 g ∈ K[x]を掛けた h := fgも当然 x = aを零点にもつ。) そこで、
x = aを零点にもつ多項式全体の集合

I = {h ∈ K[x] | h(a) = 0} (⊂ K[x])

を考える。
Step 2: I に含まれている多項式の中で、もっとも次数の小さいものをとり、
他の任意の多項式 h ∈ I に対して、f による割り算を考える：

h = q · f + r (∃q, ∃r ∈ K[x])

ここで、rは余りだから、deg r < deg f . ここで r ̸= 0だとすると、r = h−q ·f
は x = aを零点にもつ f より次数の小さい Iの元になってしまい、f を次数
最小にとったことに矛盾する。従って、r = 0でなければならない。つまり、
Iの元は f の倍元2に他ならない。以上により、

I = {gf | g ∈ K[x]}

であることがわかった。

注意 19. 上のことを環・体論 Iで習った言葉で言えば、「Iは単項イデアル
整域 (PID)K[x]の単項イデアルで、その生成元は f」. このことを記号で
I = (f)と書き表す。

ここで、f については、x = aを零点にもつかどうかだけに関心があるの
で、最高次数の係数を払って 1としておいてもよい。

定義 20 (最小多項式). 上のような f すなわち、f(a) = 0となる最小次数の
K[x]の元で、xについての最高次数の係数が 1のものを、aのK上の最小多
項式と呼ぶ。(一般に最高次数の係数が 1である多項式のことを、モニックな
多項式と呼ぶ。）

Step 3: ここで、以下のような可換環K[a]を考える

K[a] := {cnan + cn−1a
n−1 + · · ·+ c1a+ c0 | n ∈ N, cn, . . . , cn ∈ K}

1この L としては、標準的には後に述べるK の代数的閉包K を考える
2多項式は「数」ではないので、倍数と呼ぶのは変なので、倍元と呼ぶ。
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さらに可換環の準同型

φ : K[x] −→ K[a]
x 7→ a

を考える。これは簡単な書き方をしているが、次のことを表している：可換
環の準同型の定義により、φ(f + g) = φ(f) + φ(g), φ(f · g) = φ(f) · φ(g),
φ(1) = 1が成り立つことから、

φ(cnx
n + cn−1x

n−1 + · · ·+ x1a+ c0)

= cna
n + cn−1a

n−1 + · · ·+ c1a+ c0 (n ∈ N, ci ∈ K, i = 0, . . . , n).

このことから、φが全射であることは明らかである。
Step 4: さて、φの核Kerφ := {h ∈ K[x] | φ(h) = 0}は Iにほかならないこ
と (h(a) = φ(h) = 0だから)に注意すると、可換環の準同型定理3により

K[a] ∼= K[x]/Kerφ = K[x]/(f).

となる。剰余環K[x]/(f)の意味は次のように考えればよいであろう：「多項
式全体の集合K[x]に対し、『f という式が現れたら、それらを全部 0に置き
換える』という新たなルールを導入した集合」。

例 21. R[x]/(x2+1)なる剰余環は、実数係数の１変数多項式全体の集合R[x]
において、変数 xに対する関係式”x2 + 1 = 0(⇔ x2 = −1)をを付け加えた
集合である。x2 = −1ということは、要するに xを純虚数

√
−1と同じもの

とみなすということだから、結局R[x]/(x2 +1)は複素数体Cを表している。
それにしても、なぜ剰余「環」R[x]/(x2 + 1) が、いつの間にか複素数「体」
になってしまうのだろうか？それについては以下に一般原理を説明するが、
要するに (x2 + 1)がR[x]の極大イデアルだからである。

Step 5: Step 4で得られた剰余環が、実は単なる可換環ではなく、体になっ
ていることを示そう。それを示すことによって、

K(a) = K[a] ∼= K[x]/(f)

であることが言えるわけである。さて、任意の ℓ ∈ K[x]に対し、f による割
り算を行うと

ℓ = q · f + r (q, r ∈ K[x], deg r < deg f)

となる。ここで、r ̸= 0だと仮定すると、(r, f) = 1, すなわち r, f は共通因
子を持たないことに注意しよう。

(r, f) = 1であることの証明: もし共通因子が g = (r, f) ̸= 1ならば、f = hg,
(h, g ∈ K[x] deg h, deg g < deg f) の形に因数分解されてしまい、f(a) = 0
だったから、h(a) = 0または g(a) = 0となってしまう。ところが、f は
f(a) = 0となる最低次数の多項式だったから、これは矛盾する。したがって
(r, f) = 1でなければならない。 �

3「可換環の全射準同型写像 φ : A −→ B に対し、B ∼= A/Kerφ」を可換環の準同型定理とよぶ。
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そこでユークリッドの互除法により

p · r + q · f = 1

となる p, q ∈ K[x]が存在する。K[x]/(f)の中では f = 0と考えてよいこと
から、このことはK[x]/(f)の中では

p · r = 1 (if ℓ ̸= 0)

となっていることを意味する (K[x]/(f)の中では、ℓ = q ·f + r = q ·0+ r = r
となるから、ℓ ̸= 0は r ̸= 0という仮定と同値であることに注意）。すなわち、
K[x]/(f)の中の 0でない任意の元 ℓに対して、その乗法逆元 ℓ−1がK[x]/(f)
の中に存在する。言い換えれば、K[x]/(f)が体ということである。

以上の結果をまとめておこう。

定理 22 (Kroneckerの方法). 拡大 L/Kにおいて、K上代数的な任意の元 a ∈ Lが
存在したとする。このとき、

(i) aのK上の最小多項式を f ∈ K[x]とすると、

K(a) ∼= K[x]/(f)

(ii) 最小多項式 f は I = {h ∈ K[x] | h(a) = 0} となるK[x]の部分集合の中で、
最も次数が低い多項式の最高次数係数を払ってモニックにしたものに等しく、
K上既約な多項式である。

以下の結果は、さまざまな拡大体の拡大次数を計算する際の基礎である。

定理 23. 拡大L/Kにおいて、K上代数的な元 a ∈ Lが存在したとする。このとき、

[K(a) : K] = deg f

ただし、f は aのK上の最小多項式。従って、特にK(a)/Kは有限次拡大である。

Proof. K(a)は aに関するK係数の有理式

g(a)

h(a)
ただし　 g(x), h(x) ∈ K[x].

全体の集合である。f が既約であることから、(f, h) = 1となり、ユークリッドの互
除法により、p · f + q · h = 1となる p, q ∈ K[x]が存在するが、f(a) = 0だから、
x = aを代入すると、q(a) · h(a) = 1となる。すなわち、q(a) = 1

h(a)
. さらに、

f(a) = an + c1a
n−1 + · · · cn = 0 (ci ∈ K)

の形をしているので、am (m ≥ n)の形の式は、全て dam (m < n, d ∈ K)の形の式
の和におきかえることができる。従って、K(α)の任意の元は

c0 + c1a+ · · ·+ cn−1a
n−1 (ci ∈ K)

の形である。また、この表現の一意性も n = deg f であることからわかる。よって、
1, a, . . . , an−1がK(a)のK-線形基底であり、従って [K(a) : K] = n = deg f であ
る。 �
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1.3.3. 一般の拡大体. 一般の拡大体は単純拡大を繰り返して構成される。すなわち、
拡大体K(a1, . . . , an)/Kは、たとえば単純拡大の列

K(a1)

K(a1, a2) := L1(a2) (但し L1 := K(a1))

· · ·
K(a1, . . . , an−1, an) := Ln−1(an) (但し Ln−1 = K(a1, . . . , an−1))

によって構成される。
また、Kに無限個の元 a1, . . . , an, . . .を付け加えた拡大体K(a1, . . . , an, . . .)も考え

ることができて、これも単純拡大を無限回繰り返して得られるものと定義される。

例 24. Q(
√
−2, 3

√
7)/Qは以下の図示するように２通りの方法で構成できる：

Q(
√
−2, 3

√
7)

�
�
�
�

� Q
Q
Q
Q
Q

Q(
√
−2) Q( 3

√
7)

HHHHH ������

Q

ここで、Q(
√
−2)上 3

√
7の最小多項式は x3 − 7 ∈ Q(

√
−2)[x]であり、従って定

理 23より [Q(
√
−2, 3

√
7) : Q(

√
−2)] = deg(x3−7) = 3である。また、Q( 3

√
7)上

√
−2

の最小多項式は x2 + 2 ∈ Q( 3
√
7)[x]であり、ふたたび定理 23より [Q(

√
−2), 3

√
7] =

deg(x2 + 2) = 2 である。そこで、命題 14 より

[Q(
√
−2,

3
√
7) : Q] = [Q(

√
−2,

3
√
7) : Q(

√
−2)] · [Q(

√
−2) : Q] = 3 · 2

あるいは
= [Q(

√
−2,

3
√
7) : Q(

3
√
7)] · [Q(

3
√
7) : Q] = 2 · 3

= 6.

命題 12と定理 23により、Kに（K上)代数的な元aを付け加えた単純拡大K(a)/K
は代数拡大である。すなわち、K(a)の a以外の元も全てK上代数的である。ここ
では、このことの拡張として、以下の事実を証明する。

定理 25. 拡大体 L/K, L := K(a1, . . . , an, . . .), において、a1, . . . , an, . . . (無限個で
もよい）が全てK上に代数的ならば、L/Kは代数拡大である。

この定理の意味するところは、a1, . . . , an, . . .がK 上代数的ならば、それらとK
の要素をつかった四則演算の結果得られる要素もまたK 上代数的だということで
ある。
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Proof. まずは有限生成拡大、つまりL = K(a1, . . . , an)で、全ての aiがK上代数的
な場合について、L/Kが有限次代数拡大になることを nに関する数学的帰納法で証
明する。n = 1の場合は上で述べたとおりである。次に、単純拡大 L = M(an)/M ,
M := K(a1, . . . , an−1), を考える。anはK 上で代数的だから、勿論K の拡大体で
あるM 上でも代数的である。従って n = 1の場合を使ってL/M は有限次代数拡大
であることがわかり、さらに an ∈ LのM 上の最小多項式を g ∈ M [x]とすると、
[L :M ] = deg g <∞である（定理 23）。また、帰納法の仮定により、M/Kも有限次
代数拡大である: [M : K] <∞。従って命題 14 より [L : K] = [L :M ][M : K] <∞
となるから、命題 12より L/Kは有限次代数拡大とわかる。
次に無限生成の拡大体 L = K(a1, . . . , an, . . .)を考えよう。これはK の有限生成

代数拡大体の無限和

L =
∞∪
n=1

K(a1, . . . , an)

であるから、任意の要素 a ∈ Lに対して、適当な n ∈ Nを選べば a ∈ K(a1, . . . , an)
となっており、従って aはK上に代数的。つまり Lの任意の要素がK上代数的だ
から、L/Kは代数拡大である。 �
最後に、代数拡大を繰り返せば、元の体の代数拡大になることを示そう。

命題 26. 拡大体の列K ⊂ L ⊂M を考える。M/L, L/Kが代数拡大ならば、M/K
もまた代数拡大である。

Proof. 命題の仮定のもとで、任意の元a ∈MがK上代数的であることを示せばよい。
a ∈MはL上代数的だから、その最小多項式 f = Xm+a1X

m−1+ · · · am−1X+am ∈
L[X] が存在する。そこで、L′ := K(a1, . . . , am)を考えると、L/Kが代数拡大ゆえ
a1, . . . , amはK上代数的だから、L′/Kは有限代数拡大である。また単純拡大L′(a)/L′

を考えると、これもまた有限代数拡大。よって [L′(a) : K] = [L′(a) : L′][L′ : K]は有
限で、結局L′(a)/Kは有限次拡大 (命題 12)。よって特に代数拡大。そして a ∈ L′(a)
だから、aはK上代数的になる。 �

まとめ
• 拡大体（代数拡大、超越拡大）
• 拡大体は線形空間である。
• 最小多項式
• 拡大次数
• Kroneckerの方法による単純代数拡大の構成
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2. 体の標数と有限体

体を特徴づける重要な数値として「標数」を定義する。これは 0または正の整数
（実は素数）で、正標数の体は素数の深い性質とかかわる興味深い研究対象である。

2.1. 体の標数.

定義 27 (標数). 体Kに対して、

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0

となるような n ∈ Nが存在するならば、char(K) := min{n ∈ N | 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n

= 0},

そのような n ∈ Nが存在しない（つまり 1を何回加えても決して 0にならない）場
合は、char(K) = 0と定義し、char(K)(≥ 0)を体Kの標数と呼ぶ。

命題 28. char(K) > 0ならば char(K)は素数である。

Proof. char(K) = n > 0が合成数だと仮定して、n = s · t (s, t ≥ 2)とおく。すると

(1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
s

· (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
t

= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
s·t

= 0.

ここで s = (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
s

も t = (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
t

もK の要素で、体は整域4だから、sか

tのいずれかが 0でなければならない。仮に s = 0だとして、sが合成数だとすれば、
因数分解 s = q · rをして同様に考えていくと、結局標数は素数でなければならない
ことがわかる。 �
例 29. Q, R, Cは全て標数 0の体である。

例 30. 体 Fp := Z/pZ = {0, 1, . . . , p− 1} の和と積は
x+ y = x+ y, x · y = x · y

と定義される。ここで x = y であることは、x− yが pの倍数であることと同値。Fp
は上のように定義された和と積によって可換環となるが、さらに体となるのは以下
の理由による。すなわち、任意の x(̸= 0) に対し、(x, p) = 1　すなわち、pと xは
互いに素だから、ユークリッドの互除法定理により sx+ tp = (x, p) = 1となるよう
な s, y ∈ Zが存在する。すると、

1 = sx+ tp = sx+ tp = s · x.
よって、sはFpにおける xの乗法逆元。0以外の任意の元が逆元を持つのだから、Fp
は体である。また特に、

1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p

= p = 0

となるから、Z/pZの標数は pとなる。

4可換環Rが整域であるとは、任意の a, b ∈ Rに対して、「a · b = 0ならば a = 0または b = 0」が
成り立つ場合をいう。体は可換環の特殊な場合であり、しかも整域になっていることに注意。
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定義 31 (素体). p ∈ Nを 0または素数であるとするとき、char(K) = pとなるもっ
とも小さい体Kのことを、標数 pの素体と呼ぶ。

命題 32. 標数 0の素体は有理数体Qである。また、標数 p(> 0)の素体はFp である。

Proof. 任意の体Kを考える。体は必ず 0と 1を含むので、char(K) = 0の場合は Z
とその乗法逆元は必ず含まれる。つまりQ ⊂ Kである。だからQが最も小さい体
である。
同様に考えて、char(K) = p (素数)の場合、Kは少なくとも

0, 1, 2(= 1 + 1), 3(= 1 + 1 + 1), . . . , p− 1(= 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p−1

)

を含む。これらは乗法逆元も既に含んでいる。つまり、Z/pZ ⊂ K である。だから、
Z/pZが標数 pのもっとも小さい体である。 �

2.2. 有限体. Q, R, Cなどは、無限個の要素を持つため、無限体と呼ばれることが
あるが、要素の数が有限個の体は、とくに有限体と呼ばれる。有限体の代表例は素
体 Fp (pは素数) だが、それ以外の有限体がどのようなものかを考えよう。まず、以
下の事実に注意する。

命題 33. 有限体の標数は素数である。

Proof. 素体を考える。もし char(K) = 0ならば、Q ⊂ K となるはずで、K は無限
体になってします。これは矛盾。 �

定理 34. 任意の有限体Kに対して、

♯(K) = pn (∃n ≥ 1)

ただし、char(K) = p > 0とする。

Proof. Kは素体 Fpを部分体として持つ。従って命題 8より、Kは Fp線形空間。と
くに ♯(K) < 0だから n := dimFp K = [K : Fp] <∞:

K = Fp ⊕ · · · ⊕ Fp︸ ︷︷ ︸
n

つまり、Kの各要素は (x1, . . . , xn), xi ∈ Fp (i = 1, . . . , n) なる形に一意的に書き表
され、また、逆にこのような形で書き表せるものは全てKの要素である。よって、
♯(K) = ♯(Fp)n = pnとなる。 �

2.3. Frobenius写像. 正標数の体に特徴的な現象として Frobenius写像が重要であ
る。体Kと素数 pに対して写像

F : K −→ K
x 7−→ xp
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を考える。すると

F (x · y) = (x · y)p = xp · yp = F (x) · F (y)
だから、F は積を保存する写像である。ところが和については、二項定理により、

F (x+ y) = (x+ y)p =

p∑
k=0

(
p

i

)
xp−iyy

= xp + p · xp−1y + · · ·+ p · x · yp−1 + yp

= F (x) + p · xp−1y + · · ·+ p · x · yp−1 + F (y)

となる。つまり、一般に F は和を保存しない。ところがもし char(K) = p > 0なら
ば、上の下線の部分が 0になって F (x+ y) = F (x) + F (y)となる。これは次章で述
べる用語を使えば、「F は char(K) = 0の時に限って、体の準同型」になるというこ
とである。このような写像 F をFrobenius写像と呼ぶ。本講座では今後Frobenius
写像を使うことはないが、正標数の体を扱う際に以下の計算は暗黙のうちに頻繁に
用いる：

命題 35. char(K) = p > 0なる体の任意の元 a, b ∈ Kに対し、(a+ b)p = ap + bp.

有限体の構造については、9章でさらに詳しく述べることにする。

まとめ
• 体の標数は 0または素数
• 素体はQまたは Fp (pは素数)
• 有限体の標数は素数 pで、要素の数は pのべき。
• 正標数の体の Frobenius写像
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3. 代数閉体と代数的閉包

例えば単純代数拡大K(a)/Kを作りには、まずK上代数的な元 aを持ってきて、
それをKに付け加える。では、元 aは一体どこから持ってくるのだろうか？その答
えはKの代数的閉包K である。自分自身が既に代数的閉包になっている体のことを
代数閉体と呼ぶ。代数学の基本定理により、複素数体は代数閉体の典型例だが、そ
れ以外にも任意の体の代数的閉包は代数閉体である。

3.1. 代数閉体とその特徴づけ.

定義 36 (代数閉体). 体Kが代数閉体であるとは、定数でない任意の多項式f ∈ K[X]
に対して、fの零点（方程式 f = 0の解）のひとつがKの中に存在する場合をいう。

方程式の解の存在性の観点から、代数閉体は以下のように特徴づけることができ
る。つまり、任意の多項式 f ∈ K[X]の「１つ」の零点がKに含まれることと、f
の「すべて」の零点がKに含まれることは、同じことだというわけである。

命題 37. 体Kにたいして、以下は同値。
(i) Kは代数閉体
(ii) 任意の多項式 f ∈ K[X]は、f = c(X − α1) · · · (X − αn), c, α1, . . . , αn ∈ K,
のように、一次式の積に分解される。

命題 37を証明するために、以下に示す因数定理を準備する。

定理 38 (因数定理). 体K 上の多項式 f ∈ K[X]を考える。ある α ∈ K に対して
f(α) = 0ならば、適当な g ∈ K[X]によって f = (X − α)g と因数分解する。

Proof. f をX − αで割った商を g, 余りを rとする：

f = g(X − α) + r

ここで deg r < deg(X − α) = 1だから r ∈ K. 仮定より f(α) = 0だから、上の割り
算の式にX = αを代入すると 0 = f(α) = g(α)(α− α) + r. 従って、f = g(X − α)
を得る。 �

命題 37の証明. (i) ⇒ (ii): f の零点のひとつが a ∈ K だとすると、因数定理 38
により f = (X − a)g となる g ∈ K[X]が存在する。もし、gが定数でなければ、
g ∈ K[X]にKが代数閉体であることを適用すれば、gもKの中にすくなくとも１
つ零点をもつことになる。同様の議論を繰り返せば、Kが代数閉体であれば、f =
c(X − a1)(X − a2) · · · (X − an) a1, . . . , an ∈ Kの形に分解することがわかる。

(ii) ⇒ (i)は明らか。 �

拡大体の観点から見れば、代数閉体は以下のようにも特徴づけることができる。
つまり、代数閉体とは、もうこれ以上代数拡大ができない体と考えてよい。
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命題 39. 体Kが代数閉体であることの必要十分条件は、任意の代数拡大L/Kに対
して L = Kとなることである。

Proof. Kが代数閉体と仮定して、任意の代数拡大 L/Kを考える。任意の a ∈ Lと
その K 上の最小多項式 f ∈ K[X]を考える。K が代数閉体だから命題 37より、
f = c(X − a1) · · · (X − an) c, a1, . . . , an ∈ KのようにK[X]の一次式に分解する。f
の零点 aは a1, . . . , anのうちのいずれかだから、a ∈ K となり、結局K = Lである。
逆に、Kが真に大きい代数拡大体を持たないと仮定する。f ∈ K[X], deg f ≥ 1を

任意に選び、クロネッカーの方法により、必要なら f を既約因子に取り変えて、K
の代数拡大体 L = K[X]/(f)を作ると、L ∼= K(a), (f(a) = 0 ∃a ∈ L) となるから、
Lの中に fの零点がすくなくとも１個存在する。ところが仮定より、K = Lだから、
その零点はKからとれることになる。従って、Kは代数閉体である。 �

3.2. 代数的閉包の存在. 以下の定理は、任意の体Kが与えられた時、その代数拡大
をどんどんとって行けば、最後には必ず代数閉体が得られると主張している。証明
はKroneckerの方法を無限回適用して行われるが、やや難しく、この証明を読み飛
ばしても、以後の内容の理解には差し支えない。

定理 40. 任意の体K に対して、適当な代数閉体K が存在して、K/K が代数拡大
になっている。

Proof. 証明のアイディアは以下の通り：体 K の拡大体は、K 上の多項式環 R =
K[X1, X2, . . .]の極大イデアルmを選んで剰余環R/m を作ることによって得られる
[クロネッカーの方法]。このとき、mは極大イデアルだから L := R/mは（K を含
む）体になることに注意。ここで多項式環は無限変数でも構わない。この方法を（無
限回）繰り返すことにより、代数閉体がつくれる。

Step 1: 定数でないK上の多項式全体の（無限）集合

S+ = {f ∈ K[X]| deg f ≥ 1}(= K[X]−K)

を考える。各 f(X) ∈ S+の根のひとつ、つまりK上代数的な元X = αf , s.t.
f(α) = 0を選び、{αf}f∈I を全てKに付け加えた体K({αf}f∈I)をクロネッ
カーの方法によって構成しよう。そのための便宜上、各 f(X) ∈ S+の変数は
他の S+の元で使われている変数とは別のものとして扱うために、X をXf

という変数に取り変え、そうやってして得られた新しい多項式 f(Xf )を無限
変数の多項式環K[X], X = (Xf )f∈I の要素だと考える。5

Step 2: 変数名を取り変えたあとの S+を S+と書くことにする。

S+ = {f(Xf ) ∈ K[X] | f ∈ S+}

この S+生成されたK[X]のイデアルを Iとおく：

I = (f(Xf ) | f ∈ S+) (⊂ K[X]).

5このテキストでは多項式は”f ∈ K[X]”のように標記して、f(X)のような書き方はしないが、今
はどの変数で考えるかを強調するために、f(X)とか f(Xf )といった標記を使っている。
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この時、I ̸= K[X]となることを示そう。実際、もし I = K[X] ならば
n∑
i=1

gi · fi(Xfi) = 1

となるような f1(Xf1), . . . , fn(Xfn) ∈ S+, g1, . . . , gn ∈ K[X ]が存在する。こ
こで各 fj(Xfj)には変数Xfj しか現れないが、gj にはそういう制約はない。
しかし、ここで出てくる各 fi ∈ S+に対し、クロネッカーの方法を使えば (必
要なら fiをその既約因子にとりかえて）、Kの拡大体Ki := K[Xf ]/(fi(Xf ))
の中に fi(αi) = 0となるような αi ∈ Kf が存在する。そこで、Xfi = αi,
(i = 1, . . . , n)といっせいに代入してやれば、上式左辺は (拡大体K(α1, . . . , αn)
の中で)0になってしまう。したがって上式のような恒等式はなりたたない。
従って、I ̸= K[X]でなければならないとわかる。

Step 3: Step 2の結果より、I ̸= K[X]だから、極大イデアルの一般論により、

I ⊂ m ⊂ K[X]

となる極大イデアルmが存在する。そこで、その剰余環として得られるK
の拡大体を L1とする：

K ⊂ L1 = K[X]/m.

こうやって得られた L1は S+に含まれる全ての多項式 f(Xf )に対して、そ
の零点のひとつを含んでいる。それは何故かというと、S+ ⊂ I ⊂ mだから、
自然準同型

ψ : K[X] −→ L1 = K[X]/m

による任意のK[X] ⊃ S+ ∋ f(Xf )の像は 0となるので、

f(ψ(Xf )) = ψ(f(Xf )) = 0

となり、従ってK[X] ∋ Xf の像を αf ∈ L1と書くと、L1は f(Xf )の零点の
ひとつである αf を含んでいることになる。そして、

L1 = K[X]/m = K[{αf}f∈S+ ]

と書けることから、結局L1は S+に含まれる全ての多項式 f(X)からその零
点の１つを選びだし、それらを全部付け加えて得られる拡大体であることが
わかる。

Step 4: Step 1, 2, 3の構成をKのかわりにL1に対して行うことにより、拡
大体 L2/L1を得る。同様の操作を繰り返せば、拡大体の列

K = L0 ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ · · ·

で、各 f ∈ Ln[X], deg f ≥ 1, はLn+1の中に少なくとも１個の零点を持つよ
うなものが得られる。この列は無限列かもしれない。そこで

L =
∞∪
n=0

Ln

と置く。
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Step 5: Lが代数閉体であることを示そう。任意の f(X) ∈ L[X], deg f ≥ 1,
を選ぶ。f(X)に現れる係数は高々有限個だから、増加列 {Ln}n∈Nの中のい
ずれかの Lnに全て含まれている。つまり、f(X) ∈ Ln[X]である。従って、
Ln+1の中に、従って Lの中に、少なくとも 1つは f(X)の零点が存在する。
よって Lは代数閉体である。

Step 6: 最後に、L/Kが代数拡大であることを示そう。任意の α ∈ L に対し
て、適当な n ∈ Nに対して α ∈ Ln. 各 Li+1/Li は代数拡大だから、それを
有限回繰り返したLn/Kもまた代数拡大である。従って、αはK上代数的。
よって LはK上代数的である。

�
定義 41 (代数的閉包). 任意の体Kにたいして、定理 40のようなK をKの代数的
閉包という。

3.3. 代数的閉包の一意性. 体Kの代数的閉包Kは複数存在しうるが、それらは全て
K同型と呼ばれる写像で結ばれる。その意味で（つまり「K同型なものは同一視す
る」とい立場で）代数的閉包が一意的であることを示すのが、ここでの目標である。
まずはK同型の定義から始める。

定義 42 (体の準同型). ２つの体K, Lの間の写像 φ : K −→ Lが準同型とは、環と
しての準同型をいう。すなわち、任意の a, b ∈ Kに対して

(1) φ(a+ b) = φ(a) + φ(b) [和の保存 ]
(2) φ(a · b) = φ(a) · φ(b) [積の保存 ]
(3) φ(1K) = 1L [乗法単位元の保存 ]

を満たすものをいう。和の保存性から、加法単位元の保存も従うことに注意（実際
f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0)だから）。

命題 43. 体の間の準同型写像はつねに単射である。

Proof. φ : K −→ Lが体の準同型だとすると、Kerφ(= {x ∈ K | φ(x) = 0}) ⊂ Kは
イデアルだから、Kerφ = {0}またはK 6. もしKerφ = Kならば、1L = φ(1K) = 0
となり、矛盾。 �
定義 44 (K同型). 体Kの２つの拡大体 L1, L2の間の準同型写像 φ : L1 −→ L2が
K準同型であるとは、任意の a ∈ Kに対してφ(a) = aとなることを言う。従って特
に、φ(

∑n
i=1 cixi) =

∑n
i=1 φ(ci)φ(xi) =

∑n
i=1 ciφ(xi) (ci ∈ K, xi ∈ L1, i = 1, . . . , n),

すなわち、φはK線形写像であることに注意。また、φがK同型であるとは、φが
全射である場合をいう。命題 43によりK同型は全単射であることに注意。

次の概念は後にGalois群を考える際に重要になる。

定義 45 (K自己同型). 拡大体L/Kに対し、K同型 σ : L −→ LのことをLのK上
の自己同型 (またはLのK自己同型）と呼ぶ。また、記号として以下のものを定義
しておく：

AutK(L) := {σ; | σ : L −→ L K自己同型 }
6「体のイデアルは 0または全体になる」は、環論の簡単な演習問題。
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定義 46 (記号 fσ). 体の準同型 σ : K −→ Lと多項式 f =
∑n

i=0 aiX
i ∈ K[X]に対し

て、fσ =
∑n

i=0 σ(ai)X
i ∈ L[X]と書き表すことにする。

代数拡大K ′/Kを研究する際、Kをまず適当な代数閉体Lに埋め込む写像σ : K →
Lを考え、σを L→ K まで拡張することをよく考える。

例 47. 拡大体C/Qにおいて、a = 3
√
−2 ∈ Cを使ってQの単純拡大体Q(a)/Qを考

える。aのQ上の最小多項式は f = X3 + 2 ∈ Q[X]. 従って、Kroneckerの方法 (定
理 22)によって

Q[X]/(X3 + 2)

= {c0 + c1x+ c2x
2 | c1, c2, c3 ∈ Q}

ただし xは自然準同型Q[X] → Q[X]/(X3 + 2)によるX ∈ Q[X]の像
∼= {c0 + c1a+ c2a

2 | c1, c2, c3 ∈ Q}
同型∼=は x↔ aの対応による。

= {c0 + c1
3
√
−2 + c2(

3
√
−2)2 | c1, c2, c3 ∈ Q} = Q(a)

特に、[Q(a) : Q] = deg f = 3で (定理 23)、そのQ線形基底は 1, 3
√
−2, ( 3

√
−2)2 で

ある。さて、最小多項式をC[X]の中で因数分解すると

f = X3 + 2 = (X − 3
√
−2)(X − ζ 3

√
−2)(X − ζ2 3

√
−2)

(
但し　ζ =

−1 +
√
−3

2

)
となる。ζ 3

√
−2もζ2 3

√
−2も

√
−3を含んでいるため、c0+c1 3

√
−2+c2(

3
√
−2)2 (c1, c2, c3 ∈

Q)の形には表せない。すなわち、Q(a)は f の a = 3
√
−2以外の零点は含まない。し

かし、L := Q(a,
√
−3)とすると、f は L[X]の中で上のように一次式の積に因数分

解する。そこでM := Q(a)とおくと、命題 14 より

[L : Q] = [M(
√
−3) :M ][M : Q] = 2 · 3 = 6

となり、L/Qは６次の代数拡大である。このLは「f の最小分解体」と呼ばれるも
ので、次章で詳しく述べる。

例 48. 拡大体Q( 3
√
−2)/Q（例 47参照）を考え、埋め込み写像Q ↪→ Cを σとし、

これをQ( 3
√
−2) → Cなる写像 σ′に拡張 (すなわち、σ′|Q = σなる写像 σ′を構成)し

よう。

Q( 3
√
−2) −−−→

σ′
Cx ||

Q −−−→
σ

C

σ′は好き勝手な写像がとれるわけではなく、体の準同型という条件によって、その
有り様がかなり決まってしまう。このことを確かめよう。まず、例 47で見たように、
Q( 3

√
−2)の任意の要素は c1 + c2

3
√
−2 + c3(

3
√
−2)2 (c1, c2, c3 ∈ Q)の形をしているか
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ら、σ′を作用させると次のようになる：

σ′(c1 + c2
3
√
−2 + c3(

3
√
−2)2)

= σ′(c1) + σ′(c2)σ
′( 3
√
−2) + σ′(c3)σ

′( 3
√
−2)2

= σ(c1) + σ(c2)σ
′( 3
√
−2) + σ(c3)σ

′( 3
√
−2)2 (σ′|Q = σによる)

= c1 + c2σ
′( 3
√
−2) + c3σ

′( 3
√
−2)2 (σは埋め込み写像だから)

このことから、σ′は σ′( 3
√
−2) ∈ Cの値さえ決まれば、完全に決まってしまうことが

わかる7。では、σ′( 3
√
−2)の値は好き勝手なものを選ぶことができるのかというと、

そうではない。実際、 3
√
−2の最小多項式 f = X3 + 2を考えると、

0 = f( 3
√
−2) = ( 3

√
−2)2 + 2

だから、この式の両辺に σ′を作用させると、準同型だから σ′(0) = 0となることに
注意して

0 = f(σ′( 3
√
−2)) = (σ′ 3

√
−2)2 + 2

となる。すなわち、σ′( 3
√
−2)は f の零点でなければならない。よって

σ′( 3
√
−2) = 3

√
−2, ζ 3

√
−2, または ζ2 3

√
−2 (ただし　 ζ =

−1 +
√
−3

2
)

と決まってしまう。σ′( 3
√
−2)の３つの値によって決まる σ′をそれぞれ σ′

1, σ
′
2, σ

′
3と

おくと、これらの写像によるQ( 3
√
−2)の像は

σ1(Q( 3
√
−2) = Q( 3

√
−2), σ2(Q( 3

√
−2) = Q(ζ 3

√
−2), σ3(Q( 3

√
−2) = Q(ζ 3

√
−2)

となり、Cの中にQの拡大体が３つ（うちひとつは例 47のものと同じ）できる。注
意したいことは、 3

√
−2, ζ 3

√
−2, ζ2 3

√
−2のQ上の最小多項式はいずれも f = X2 + 2

で、Kroneckerの方法 (定理 22)で単純拡大体を構成すると、上の σi (i = 1, 2, 3)に
よるQ( 3

√
−2)の像はいずれもQ[X]/(X3 + 2)と同型である。

例 48のアイディアを一般化したものが、次の補題 49で、これは今後のさまざま
な考察で使われる重要な結果である。

補題 49. Kを体とし、その単純代数拡大K ′ = K(a)を考える。ここで aの最小多
項式を f ∈ K[X]とする。さらに、体の準同型 σ : K −→ Lが与えられたとする。こ
のとき

(i) σ′ : K ′ −→ Lが σの拡張、すなわち σ = σ′|K であるとすると、σ′(a)は fσ

の零点である。
(ii) 逆に、fσ ∈ L[X]の各零点 b ∈ Lに対して、σの拡張σ′ : K ′ −→ Lでσ′(a) = b
となるものが一意的に決まる。

以上のことから、特に、σの拡張 σ′の個数は、fσの相異なる零点の個数に等しく、
従ってとくに≤ deg f である。

7ある写像を決定するには、任意の要素がどこに写像されるかを決めればよいから。
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Proof. (i)の証明： f(a) = 0だから、f =
∑n

i=0 ciX
iと書くと、準同型 σ : K −→ L

の任意の拡大 σ′ : K ′ −→ Lに対して、

fσ(σ′(a)) =
n∑
i=0

σ(ci)σ
′(a)i =

n∑
i=0

σ′(ci)σ
′(a)i = σ′(f(a)) = 0.

よって σ′(a)は fσの零点である。
(ii)の証明: K ′ = K(a) = K[a]だから、K ′の任意の元c ∈ K ′は

∑m
i=0 dia

i (di ∈ K)
の形をしており、従って σ′による像は

σ′(c) = σ′(
m∑
i=0

dia
i) =

m∑
i=0

σ′(di)σ
′(ai) =

m∑
i=0

σ(di)σ
′(a)i

となる。σ′(a)の値によって σ′は完全に決まってしまう。
さて、fσ ∈ L[X]の Lにおける零点 b ∈ Lを（もし存在すれば）任意にとる（L

は代数閉体とは限らないので、このような bが存在しない可能性もある）。すると以
下の２つの短完全列8 が存在する。ここで ψは全射とは限らないことに注意。

(X 7→ a)

0 −→ (f) −→ K[X]
φ−→ K[a] −→ 0

∩ ||
0 −→ Kerψ −→ K[X]

ψ−→ L
(g 7→ gσ(b))

ここで fσ(b) = 0だから (f) ⊂ Kerψであることに注意。ここで、自然全射準同型
K[X] → K[X]/(f)によるXの像を xと書くことにすると、最初の完全列より同型
写像 φ : K[X]/(f) −→ K[a]が φ(x) := φ(X) = aとして誘導され (準同型定理)、ま
た、Kerψ ⊃ (f)であることから、

ψ : K[X]/(f) −→ L
x 7→ b

が誘導される。そこで、合成写像

K ′ = K[a]
φ−1

−→ K[X]/(f)
ψ−→ L

a 7→ x 7→ b

を σ′ : K ′ −→ Lとおけば、σ′(a) = bとなる。そして、最初に示したことより、この
ような σ′ : K ′ −→ Lは σ′(a) = bと決めれば一意的に決まる。 �

命題 50. K ′/K を代数拡大とし、ある代数閉体 Lへの準同型 σ : K → Lが与えら
れているとする。このとき、σはK ′上に拡張される。すなわち、σ′ : K ′ −→ L　
s.t. σ = σ′|Kなる σ′が存在する。さらに、K ′が代数閉体で、L/σ(K)が代数拡大な
らば、σ′は同型である。

8可換環 A, B, C に対して、短完全列

0 −→ A
f−→ B

g−→ C −→ 0

とは、f が単射、gが全射、A = Ker g(= {x ∈ B | g(x) = 0})である場合をいう。特に準同型定理に
より C ∼= B/A
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Proof. 集合M を

M := {(F, τ) | K ⊂ F ⊂ K ′ (中間体), τ : F → Lは σの拡張 }
と定義し、M の要素の間の部分順序≼を

(F, τ) ≼ (F ′, τ ′)
def⇔ F ⊂ F ′ かつ τ ′|F = τ

と定義すると、

Claim 1: M は帰納的集合9である。

Claim 1の証明. 実際、(K,σ) ∈ M ゆえM ̸= ∅であり、また、任意の全順序部分
集合 H ⊂ M に対して F̃ :=

∪
(F,τ)∈H F を考え、τ̃ : F̃ −→ Lを τ̃(x) = τ(x) for

(F, τ) ∈ H s.t. x ∈ F̃ , と定義すれば、(F̃ , τ̃) ∈ M であり、かつ、これがHの上界
になる。 �
そこで Zornの補題よりM の極大元 (F, τ)が存在する。このとき、

Claim 2: F = K ′

Claim 2の証明. F ⊂ K ′, F ̸= K ′と仮定して、矛盾を導く。仮定からα ∈ K ′−F な
る元が存在する。さらに命題の仮定よりK ′/Kは代数拡大だから、αはF (⊃ K)上
にも代数的である。そこで、τ : F −→ Lと単純代数拡大体F (α), そして仮定よりL
は代数閉体だから、αのF 上の最小多項式 f ∈ F [X]に対して fσ ∈ L[X]の零点 γが
少なくとも１個はとれる。そこで補題 49(ii)を適用すると、τ の拡張 τ ′ : F (α) → L
で τ ′(β) = γとなるものが作れる。しかしこれは (F, τ)の極大性に反する。 �
従って、σの拡張 σ′ : K ′ −→ Lが構成できた。それは結局 τ : F −→ Lと同じも

のである。
さらに、K ′が代数閉体だとすると、σ(K ′)もまた代数閉体である10。さらにLが

σ(K)上に代数的であるとすると、σ(K ′)(⊃ σ(K)上にも代数的である。したがって
σ′(K ′) = L (命題 39) でなければならない。よってK ′と Lは同型になる (命題 43
参照)。 �
代数的閉包の一意性は、命題 50より直ちに従う。すなわち、

系 51. 体Kの２つ代数的閉包K1とK2が与えられたとき、K同型 φ : K1 −→ K2

が存在する。

以後我々は代数拡大を考える際には、代数的閉包 (またはそれを含む代数閉体)の
１つを固定して、そこから代数的元を集めてきて拡大体をつくる。どの代数的閉包
を使ったか区別しなければならない場合もあれば、それらはK同型で代数的性質は

9空でない集合M が帰納的集合であるとは、(M,≤)が部分順序集合であり、任意の全順序部分集
合H ⊂ M が上限を持つ、すなわち、x ∈ M で任意の y ∈ H に対し y ≤ xなるものが存在する場合
をいう。Zornの補題とは、任意の帰納的集合には極大元が存在することを主張するものであった。

10体の準同型写像は単射 (命題 43)だから、K ′の代数的な性質はすべて σ(K ′)に写される。従っ
て、K ′ が代数閉体ならば、σ(K ′)もそうなる。詳細は各自の演習。
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同じだから、あえて区別しない場合もある。それぞれの議論で、どちらの考え方で
行っているか、注意する必要がある。

例 52. 実数体 Rの代数的閉包（のひとつ）は Cで、これは 1回の代数拡大だけで
得られる：C = R(

√
−1) ∼= R[X]/(X2 + 1). Cが確かに代数閉体であることは、ま

さに「代数学の基本定理」の主張そのものであることに注意。

例 53. 有理数体Qの代数的閉包は通常複素数体 Cの中で考えることが多い。Q =
{α ∈ C : αはQ上代数的 }. これは Cとは一致しない。実際、Cには π (円周率)
や e (自然対数底)が含まれいていて、これらはQ上代数的でない (例 6)からQに
は含まれない。

例 54. 有限体 Fqの代数的閉包 FqはCとは別のもので、包含関係もない。実際、も
しこれらに包含関係があれば、標数は一致するはずである。ところが、charFq > 0
だが、charC = 0である。

まとめ
• 任意の体Kい大して代数的閉包KはK同型を除いて一意的に存在する。
• 代数的閉包は代数閉体である。
• 代数拡大を考えるときは、適当な代数的閉包の中で考える。
• 代数拡大K ′/Kと体の準同型 σ : K −→ Lに対して、その拡張 σ′ : K ′ −→ L
s.t. σ′|K = σを考えること。
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4. 分解体と正規拡大

4.1. 分解体.

例 55 (例 47再出). f = X3 + 2 ∈ Q[X]は、拡大体L = Q( 3
√
−2,

√
−3) をととって

f ∈ L[X]と考えれば、

f = (X − 3
√
−2)(X − ξ 3

√
−2)(X − ξ2 3

√
−2) ξ =

−1 +
√
−3

2

と１次式だけの積に分解する。このとき Lは f の分解体であるという。

演習問題 1.
√
−3 /∈ Q( 3

√
−2)であることを示せ。

演習問題 2. Q( 3
√
−2, ζ 3

√
−2, ζ2 3

√
−2) = Q( 3

√
−2,

√
−3)であることを示せ。

代数学の基本定理によりCは代数閉体なので、例えばQ係数の任意の多項式 f ∈
Q[X]は C係数の中で考えればいつでも１次式だけの積に分解する。しかし、Cよ
りももっと小さな体で考えても１次式に分解しないのだろうか？そのような体のう
ち、もっとも小さいなものを考えよう。それが以下に定義する最小分解体である。

定義 56 (分解体). 定数でない多項式の族 F = {fi}i∈I , fi ∈ K[X]を考える。こに
時、拡大体 L/Kが Fの（最小）分解体であるとは、

(i) 任意の i ∈ I に対して fi = ci(X − a1) . . . (X − ani
) ci ∈ K, a1, . . . , ani

∈ L
の形に因数分解でき、Lはそのような体のうちもっとも小さいもの11である
場合をいう。

(ii) 拡大L/Kは、全ての多項式 fiの全ての零点をKに付け加えることによって
生成される。

命題 57. 任意の族 F(⊂ K[X])に対して、その分解体 Lは常に存在する。

Proof. 実際、Kの代数的閉包Kを考えると、各多項式 fi ∈ F の零点はKの中でと
れる。それらを全てKに付け加えてえられる拡大体 Lが Fに分解体である。 �

4.2. 分解体の一意性. 分解体の一意性の考え方は、代数的閉包の一意性と同じ考え
方である。

命題 58 (分解体の一意性). L1, L2がいずれも定数でない多項式の族 F(⊂ K[X]) の
分解体であるとする。この時、L2の代数的閉包 L2への任意のK-準同型写像

σ : L1 −→ L2

の像は L2となり、同型 L1
∼= L2を与える。

Proof. 命題 50より、包含写像K ↪→ L2の拡張 σ : L1 −→ L2 がとれる。ここで σは
Kの元を動かさないので、K準同型になっていることに注意。このとき、σが同型
L1

∼= L2を与えていることを示そう。
11すなわち、任意の拡大 F/K に対して、f が F [X]の中で一次式だけの積に分解すれば、L ⊂ F

となることをいう。
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まず、F = {f}, f はモニック多項式、の場合を考える。f の L1における零点を
a1, . . . , an, L2における零点を b1, . . . , bnとする。すると

fσ =
∏

(X − σ(ai)) =
∏

(X − bi).

K[X]が一意分解整域だから {σ(a1), . . . , σ(an)} = {b1, . . . , bn}である。従って、

L2 = K(b1, . . . , bn) = K(σ(a1), . . . , σ(an)) = σ(L1).

つまり σは同型 L1
∼= L2を誘導している。

次に Fが一般の場合を考える。♯F < ∞の場合は、Fに現れる多項式全ての積を
f とすれば、Fの分解体と {f}の分解体は同じものなので、上の証明に帰着される。
また、♯F = ∞の場合、その分解体は Fの有限部分集合列

F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn ⊂ · · · ⊂ F =
∪
n≥0

Fn

を考えて、各Fnの分解体をL
(n)
1 , L

(n)
2 として、L1 =

∪
n≥0 L

(n)
1 , L2 =

∪
n≥0 L

(n)
2 と書

き表せるから、L(n)
1

∼= L
(n)
2 , n ∈ N, から L1

∼= L2も従う。 �

系 59. 定数でないK上の多項式の族A ⊂ K[x]の分解体は、互いにK同型である。

4.3. 正規拡大. Kの代数拡大体Lが、適当な多項式集合 F ⊂ K[X]の分解体になっ
ている時、L/Kは正規拡大であるという。正規拡大を、K準同型の観点から特徴づ
けることが、この節の目標である。この考え方は、後にGalois群の概念に繋がって
いく重要なものである。

定義 60 (HomK(L,M)). ２つの拡大体 L/KとM/Kを考える。このとき、

HomK(L,M) := {φ | σ : L→M はK準同型 }

と定義する。

例 61. 例 47で考えた f = X3 + 2のQ上の最小分解体 L := Q( 3
√
−2,

√
−3)を考え

よう。Lの代数的閉包LへのQ準同型φ ∈ HomQ(L,L)がどんなものかを調べよう。

Step 1: L/Q( 3
√
−2)とQ( 3

√
−2)/Qの二つの単純拡大の基底がそれぞれ1,

√
−3

(Q( 3
√
−2)-線形空間としての基底）および 1, 3

√
−2, ( 3

√
−2)2 (Q-線形空間とし

ての基底)だから、命題 14 の証明みたように、拡大L/QのQ基底はこれら
の基底をかけ合わせて得られる

1,
√
−3, 3

√
−2, ( 3

√
−2)2,

√
−3 3

√
−2,

√
−3( 3

√
−2)2

の６個である。
Step 2: 任意の φ ∈ HomQ(L,L)をとる。まず、φはQ線形写像だから、基底
の像

φ(1), φ(
√
−3), φ( 3

√
−2), φ(( 3

√
−2)2), φ(

√
−3 3

√
−2), φ(

√
−3( 3

√
−2)2)
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さえ決まれば、φそのものが決まる。さらにφは体の準同型だから、上の像は

φ(1) = 1,

φ(
√
−3) = ?,

φ( 3
√
−2) = ?,

φ(( 3
√
−2)2) = φ( 3

√
−2)2,

φ(
√
−3 3

√
−2) = φ(

√
−3)φ( 3

√
−2)

φ(
√
−3( 3

√
−2)2) = φ(

√
−3)φ( 3

√
−2)2

となる。結局、φ(
√
−3)とφ( 3

√
−2)が決まれば、残りのものも全部決まるわ

けである。
Step 3: では φ(

√
−3)と φ( 3

√
−2)は Lの中の好き勝手な値を取れるのかとい

うと、そうではない。
√
−3はX2 + 3 ∈ Q[X]の零点だから、0 = x2 + 3 (た

だし、x :=
√
−3とする）の両辺に φを適用すると、

0 = φ(0) = φ(x2 + 3) = φ(x)2 + 3

となるから、φ(
√
−3)はX2 + 3の零点でなければならない。すなわち、

φ(
√
−3) =

√
−3 または φ(

√
−3) = −

√
−3.

同様に 3
√
−2はX3 + 2 ∈ Q[X]の零点のひとつで、それ以外の零点としては

ζ 3
√
−2と ζ2 3

√
−2がある。ただし、ここで ζ = −1+

√
−3

2
, ζ2 = −1−

√
−3

2
である。

従って、
φ( 3

√
−2) = 3

√
−2, ζ 3

√
−2, または ζ2 3

√
−2.

Step 4: Step 3で得られたφ(
√
−3)とφ( 3

√
−2)の値はいずれもL = Q(

√
−3, 3

√
−2)

に含まれていることに注意する。従って Step 2の φによる L/QのQ基底
の像も、やはり Lに含まれている。任意の a ∈ Lに対して、

a = c0 · 1 + c1 ·
√
−3 + c2 · 3

√
−2 + c3 · ( 3

√
−2)2

+c4 ·
√
−3 3

√
−2 + c5 ·

√
−3( 3

√
−2)2

(∃c0, . . . , ∃c5 ∈ Q)

と書けるから、K準同型 φを適用すると

φ(a) = c0φ(1) + c1φ(
√
−3) + c2φ(

3
√
−2) + c3φ((

3
√
−2)2)

+c4φ(
√
−3 3

√
−2) + c5φ(

√
−3( 3

√
−2)2)

= c0φ(1) + c1φ(
√
−3) + c2φ(

3
√
−2) + c3φ((

3
√
−2))2

+c4φ(
√
−3)φ( 3

√
−2) + c5φ(

√
−3)φ( 3

√
−2))2

となり、結局φによるLの像はLに含まれていることがわかる。さらにφは
（Q線形写像として）全射であることもわかり、φ ∈ AutQ(L)となる。

すなわち、
HomQ(L,L) = AutQ(L)

となっている。また、上の考察からQ( 3
√
−2,

√
−3)は多項式の集合

F := {X3 + 2, X2 + 3} ∈ Q[X]
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のQ上の分解体なっている。

例 61の考察は、以下のように一般化される。

定理 62. 代数拡大 L/Kに対し、以下は同値：
(i) 任意の σ ∈ HomK(L,L)に対し、σ ∈ AutK(L).
(ii) Lは適当な多項式集合 F ⊂ K[X]の分解体である。
(iii) 任意の多項式 f ∈ K[X]に対して、もし fの零点が１つでもLに存在すれば、

f = c(X − a)(X − a1) · · · (X − an), c ∈ K, a1, . . . , an ∈ Lの形に因数分解す
る（すなわち f の他のすべての零点も Lの中に存在する）。

Proof. (i) ⇒ (iii)の証明：f ∈ K[X]を deg f ≥ 2なる既約多項式とし、a ∈ Lをそ
の零点のひとつとする。f のそれ以外の任意の零点を b ∈ (K ⊂)Lとする。この時、
補題 49を、埋め込み写像 σ : K ↪→ K, (σ(x) = x, ∀x ∈ K), K ′ = K(a), fσ = f の
零点 b に適用すると、体の準同型

σ′ : K(a) −→ L

で σ′|K = σ （すなわちK-準同型）かつ σ′(a) = bとなるものが存在する。さらに、
拡大体 L/K(a)と σ′に対して命題 50を適用すると、K-準同型

σ′′ : L −→ L s.t σ′′|K(a) = σ′, σ′′(a) = σ′(a) = b

が作れる。そこで仮定 (i)を σ′′ ∈ HomK(L,L)に適用すると、σ′′(L) = L, 従ってと
くに b ∈ L. よって f の任意の零点は全てLに含まれることになり、(iii)が言える。

(iii) ⇒ (ii)の証明: (ai)i∈I が LのK 上の生成元の族とする：L = K(ai : i ∈ I).

L/Kは代数拡大だから各 aiはK上代数的。そこで fi ∈ K[X]をその最小多項式と
する。仮定 (iii)より、fi = c(X−ai)(X−β2) · · · (X = βn), c ∈ K, β2, . . . , βn ∈ Lの
形に分解するので、Lは族 F = {fi}i∈I の分解体である。すなわち (ii) が成り立つ。

(ii) ⇒ (i)の証明：(ii)を仮定して、Lが多項式集合 F ⊂ K[X]の分解体であると
する。σ ∈ HomK(L,L)を任意にとる。すると σ(L)は多項式の族 (fσ : f ∈ F) ⊂
σ(K)[X] = K[X] の分解体である。ここで σはK-準同型なので、(fσ : f ∈ F) = F
だから、σ(L)も Lも Fの分解体である。しかも σ ∈ HomK(L,L)だから包含写像

σ(L) ↪→ L

が存在する。すると命題 58より、この包含写像の像は Lそのものとなる。つまり
σ(L) = Lとなる。すなわち σ ∈ AutK(L). �
定義 63 (正規拡大). 代数拡大 L/Kが正規であるとは、定理 62の条件を満たす場
合をいう。

4.4. 正規閉包. 拡大体L/Kが正規拡大でない場合、Lを少し大きく取り直して拡大
体L′/Lを適当にとることにより、L′/Kを正規拡大にすることができる。ここでは、
そのような L′の構成方法を考える。

定義 64. L/Kを代数拡大とするとき、L ⊂ L′なる正規拡大体L′/K の最小のもの、
すなわち、L′の任意の真の部分体 L ⊂ E ⊂ L′, E ̸= L′, に対してE/Kが正規拡大
にならないものを、Lの正規閉包 と呼ぶ。
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命題 65. L/Kを（有限とは限らない）代数拡大とする。このとき
(i) Lの正規閉包 L′/Kが同型を除いて一意的に存在する。
(ii) L/Kが有限拡大なら、L′/Kも有限拡大である。
(iii) M/Lが正規拡大だとする。この時、L/Kの正規閉包L′をK ⊂ L ⊂ L′ ⊂M

となるようにとることができ、それはMの部分体として一意的に決まる。こ
こで {σi}i∈I = HomK(L,M)とすると

L′ = K(σi(L) : i ∈ I)

と構成される。

Proof. (i)の前半の証明 (正規閉包の存在)：L/K は代数拡大だから、K 上代数的な
元の集合 A = (aj)j∈J ⊂ Lによって、L = K(A)と書けるが、各 aj ∈ LのK 上の
最小多項式を fj ∈ K[X]とおく。また、M/Lを正規拡大とする（例えばM = L　
(代数的閉包)ととればよい）。すると、fjは (L[X]の元とみなせば）、定理 62(iii)に
より、M [X]の中で１次式の積に分解する。そこでL′を {fj}j∈J のM の中での分解
体とする：L ⊂ L′ ⊂ M . このとき、L′が L/Kの正規閉包であることは定理 62よ
り明らかである。逆に、L/Kの正規閉包 L′/Kは、必然的に {fj}j∈J の分解体を含
み、また正規閉包の最小性から {fj}j∈J の分解体そのものになる。

(ii)の証明：この構成から, L/K が有限拡大なら、A, 従って {fj}j∈J は有限集合
であり、L′/Kも有限拡大になる。

(i),(iii)における L′の一意性証明：L′
1/K と L′

2.K がいずれも L/K の正規閉包だ
とすれば、L′

1, L
′
2ともに {fj}j∈JのK上の分解体。したがって、L上の分解体でもあ

る。すると系 59によりL同型σ : L′
1 −→ L′

2が存在する, i.e., σ(L′
1) = L′

2. これが (i)
の意味の一意性である。また、(iii)のように、L′

1, L
′
2が正規拡大M/Lの中で構成さ

れたとすると、上で見たようにσ(L′
1) = L′

2だが、M ⊂ L′
1 だから σ ∈ HomL(L

′
1, L

′
1)

とみなすことができる。すると包含写像

σ(L′
1) = L′

2 ↪→ L′
1

が作れるが、定理 62(i)より、この像は L′
1そのものになる。すなわち L′

1 = L′
2. こ

れは (iii)の意味での同型、すなわち、M の部分体としては L′は完全に１つに決ま
ることを意味する。

(iii)の証明：K準同型の集合{σi}i∈I = HomK(L,M)を考える。補題 49とf
σj
j = fj

より、σiは fjの零点を別の零点に移すことがわかる。ただ、σをHomK(L,L)の中
から取っているわけではないので、M ⊃ Lに注意すると、上の σiの像だけで fjら
の零点をすべて尽くせるかどうかはわからない。したがって、Lの各元はK上代数
的だから、σi(L), i ∈ I, は σiの像として得られる別の代数的元の集合であるが、そ
のようなもの全部を尽くしているかどうかはわからない。いっぽう、上に述べた構
成法により、L′は fjたちの零点をすべてKに付け加えて得られる拡大体だから、上
の考察により

K(σi(L) : i ∈ I) ⊂ L′.

を得る。逆に fjの任意の零点 a ∈ L′に対し、補題 49より

K(ai) −→ L′ ai 7−→ a
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なるK準同型を定義できる。これをL′への写像と考えて、さらにはL′/K(ai)が代
数拡大であることに注意すると、命題 50より、上のK準同型は L′のK-自己同型

L
′ −→ L

′

に拡張できる。L′/Kは正規だから、この写像をL′に制限すれば、その像はL′であ
る。勿論さらに小さいLに制限しても、その像はL′に含まれる。したがって、上の
写像をK-準同型

σ : L −→ L′ s.t. σ(ai) = a

に制限できる。L′ ⊂Mだから、σ ∈ HomK(L,M)とみなせる。よってa ∈ K(σi(L) | i ∈
I) となり、L′ = K(σi(L) | i ∈ I)が得られる。 �
たとえば、代数拡大L/Kが正規でないとする。定理 62(i)より直ちにわかるよう

に、L/Lは正規拡大だから、命題 65(iii)より、正規閉包 L′は

L′ = K(σ(L) | σ ∈ HomK(L,L))

と構成される。

まとめ
• （最小）分解体の存在と一意性
• 正規拡大 L/KをHomK(L,L) = AutK(L)として特徴づけること。
• 正規閉包とその構成
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5. 分離拡大

最小多項式が重根を持たないような代数的元で生成された拡大体を分離拡大と呼
ぶ。これは正規拡大と並び、Galois理論で最も重要な概念のひとつである。

定義 66 (分離的多項式). 定数でない多項式 f ∈ K[X]が分離的であるとは、f の代
数的閉包Kにおける零点（方程式の解）が全て重根でない場合をいう。

定義 67 (分離拡大). 代数拡大 L/Kを考える。a ∈ LがK上分離的であるとは、a
の最小多項式が分離的である場合をいう。また、全ての a ∈ Lが分離的であるとき、
拡大 L/Kは分離的であるという。

定義 68 (完全体). 体Kの任意の代数拡大が分離的になるとき、Kは完全体である
という。

定理 69. char(K) = 0なる任意の体Kは完全体である。

Proof. 任意の代数拡大 L/K をとり、任意の a ∈ Lに対する最小多項式が分離的で
あることを示せばよい。もし f が分離的でないならば、

f = (X − α)rg r ≥ 2, α ∈ K, g ∈ K[X]

の形になっている (a = αとは限らない)。従って、

f ′
(
=

df

dX

)
= (X − α)r−1(r · g + (X − α)g′)

となり、deg f > deg f ′, f ′ ∈ K[X], f ′(α) = f(α) = 0 だから、αのK 上の最小多
項式 hの次数は deg f よりも真に小さく、かつ、f の因子になっている。すなわち
f = hℓとなる ℓ ∈ K[X]が存在することになり、f の既約性に反する。よって f は
分離的でなくてはならず、a ∈ Lは分離的、すなわち L/Kは分離拡大。 �
注意 70. 定理 125で、有限体も完全体であることを示す。

注意 71. 定理 69 の証明より、f ∈ K[X]が分離多項式であるための必要十分条件
は、Xによる導関数 f ′と f がKの中で共通零点を持たないこと、だとわかる。

5.1. 分離次数. ここでは、分離拡大を研究するために必要な、分離次数の概念を導
入する。多項式の相異なる零点の個数というのが元々のアイディアだが、それが拡
大体の代数的閉包への準同型の個数とも考えられる点が重要である。

定義 72 (分離次数). 代数拡大L/Kに対して、Kの代数的閉包KへのK-代数準同
型 σ : L→ Kの個数を、分離次数 [L : K]sと呼ぶ：

[L : K]s = ♯HomK(L,K).

単純代数拡大K(a)/Kの場合、HomK(K(a), K)の要素は結局 aの最小多項式 fの
全ての零点 {a1(:= a), a2, . . . , an}, n = deg f ,　の並べ替えであった。以下は、この
ことの言い換えである。

命題 73. L = K(a)/Kなる単純代数拡大を考え、f ∈ K[X]を a ∈ LのK上の最小
多項式とする。このとき、[L : K]sは f の相異なる零点の数に等しい。
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Proof. 補題 49より idK : K −→ K ⊂ K の拡張 σ : K(a) −→ K, すなわち
HomK(L,K) の元の個数は最小多項式 f の相異なる零点の個数である。従ってそ
れは分離次数 [L : K]sである。 �

例 74. 例 61で考えたK = Qの正規拡大体L = Q( 3
√
−2,

√
−3)について、AutK(L) =

HomK(L,L)であった。ここでL/Kは代数拡大だから、L ⊂ Kであり、従ってL = K
である。よって

[L : K]s = ♯AutQ(Q( 3
√
−2,

√
−3)) = 6.

AutK(L)の元は、L/Kの 6つのK線形基底の φによる像を決めることによって決
まった。例 61の計算により、AutK(L) = {φi | i = 0, . . . , 5} は具体的には次のよう
いなっていることがわかる。以下の表は各φiが６つの基底をどこに写像するかを示
している。

基底 φ0の像 φ1の像 φ2の像 φ3の像 φ4の像 φ5の像
1 1 1 1 1 1 1

a =
√
−3 a a a −a −a −a

b = 3
√
−2 b ζb ζ2b b ζb ζ2b
b2 b2 ζ2b2 ζb2 b2 ζ2b2 ζb2

ab ab ζab ζ2ab −ab −ζab −ζ2ab
ab2 ab2 ζ2ab2 ζab2 −ab2 −ζ2ab2 −ζab2

ここで、

ζ =
−1 +

√
−3

2
= −1

2
+

1

2
a, ζ2 =

−1−
√
−3

2
= −1

2
− 1

2
a

だから、例えば

ζab2 = −1

2
ab2 +

1

2
a2b2 = −1

2
ab2 − 3

2
b2

となり、φiによる基底の像は、ちゃんと基底の Q上の線形和として表せることに
注意。

この例の状況は以下のように一般化される。

命題 75. L/Kが正規拡大のとき、[L : K]S = ♯AutK(L).

Proof. L/Kは代数拡大だから、K = L. 従ってHomK(L,K) = HomK(L,L). そこ
で、もしL/Kが正規拡大ならば、定理 62よりHomK(L,L) = AutK(L)である。 �

以下の結果は、命題 14 と形は良く似ているが、命題 14では線形空間の次元、以
下の定理では体の間の写像の個数を考えているので、内容的にはかなり異なること
に注意。

命題 76. K ⊂ L ⊂M を代数拡大とするとき、[M : K]s = [M : L]s[L : K]s
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Proof. Mの代数的閉包Kをひとつ固定しておく。M/L/Kは代数拡大だから、K =
L =M であることに注意。そこで

HomK(L,K) = {σi | i ∈ I}, HomL(M,L) = HomL(M,K) = {τj | j ∈ J}
とおくと、定義より [L : K]s = ♯HomK(L,K)かつ [M : K]s = ♯HomK(M,K)であ
る。さらに、命題 50により、各 σi : L → K は体K(= L)の自己同型 σi : K → K
に拡張できる。そこで、次のことが言えれば [M : K]s = [M : L]s · [L : K]sが示せ
たことになる：

Claim 1: σi ◦ τj : M −→ K, i ∈ I, j ∈ J は互いに異なる。(従って、その個
数は [H : L]s · [L : K]sと等しい。）

Claim 2: HomK(M,K) = {σi ◦ τj | i ∈ I, j ∈ J}
(cf. ♯HomK(M,K) = [M,K]s).

Claim 1の証明. σi ◦ τj = σi′ ◦ τj′ とすると、τj|L = τJ ′| = idLであり、σi, σi′ が L
上の準同型であることから、

σi = σi|L = (σi ◦ τj)|L = (σi′ ◦ τj′)|L = σi′ |L = σi′ .

これよりさらに、τj = τj′も従う。 �
Claim 2の証明 . τ ∈ HomK(M,K)を任意にとる。τ |L ∈ HomK(L,K)だから、
τ |L = σiなる i ∈ Iがとれる。すると、

(σ−1
i ◦ τ)|L = σ−1

i ◦ σi = idL

となるから、σ−1
i ◦ τ ∈ HomL(M,K) となる。従って、σ−1

i ◦ τ = τj となる j ∈ Jが
とれる。よって τ = σi ◦ τjとなる。 �

�
例 77. 多項式

f = X2p2 +Xp2 + 1 ∈ Fp[X]

を考える。ここで、x := Xp2とおくと f = x2 + x+ 1 と書ける. そこで

g = X2 +X + 1 ∈ Fp[X]

とすれば、f = g(Xp2)となる。ここで f ′ = 2p2X2p2−1 + p2Xp2−1 = 0 だから、注
意 71により、f は分離多項式ではない12。
gの分離性を調べよう。まず、g′ = 2X + 1. 今、p = 2とすれば g′ = 1 ̸= 0, す

なわち gと g′は F2の中で共通零点を持たないから、gは分離多項式である。また、
p ≥ 3の場合、2は Fpの中で可逆元だから、gと g′の共通零点の候補としては、g′

の零点である a = −2−1 ∈ Fpが考えられる。 ところが
g(a) = 2−2 − 2−1 + 1 = 2−2(1− 2 + 22) = 2−1 · 3

だから、g(a) = 0となるのは p = 3の場合のみ。そこで p ̸= 3の場合は、gと g′は
共通零点を持たず、gは分離多項式となる。p = 3の場合、a = −2−1 = 1であり
g = (x− 1)2(= x2 − 2x+ 1 = x2 + x+ 1)と分解されるので、gは既約でも分離的で
もない。

12有限体が完全体であることを使うと、f の非分離性から、f が既約でないことがわかる。
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例 77での考察を一般的に扱ったのが、以下の結果である。

命題 78. 有限次代数拡大 L/K について、char(K) = p > 0とすると、以下が成り
立つ。

(i) 任意の a ∈ Lに対するK上の最小多項式を f とすると、K上の分離多項式
gと r ∈ N が存在して f = g(Xpr)となる。

(ii) [L : K] = pr[L : K]sとなる r ∈ Nが存在する。従って特に、[L : K] ≥ [L :
K]s ≥ 1で、[L : K]sは [L : K]の約数である。

Proof. (i)の証明: a ∈ LのK上の最小多項式を f とし、適当な多項式 g ∈ K[X]に
よって f = g(Xpr)と書けるような r ∈ Nの最大値をとる。すると f が既約だから、
gも既約でなければならない。さらに、g(X)は分離多項式になる。実際、

• まず、g′ ̸≡ 0である。

Proof. g =
∑n

i=0 ciX
i とおくと g′ =

∑n
i=1 iciX

i−1. すると g′ ≡ 0は ici = 0
(i = 1, . . . , n)と同値であり、char(K) = p > 0 だから、それは各 iに対して、
p|iか ci = 0であることと同値である。従って、適当な h ∈ K[X]によって
g(X) = h(Xp)となることと同値である。従って、f(X) = h(Xpr+1

)となっ
てしまい、r ∈ Nの最大性に反する。よって g′ ̸≡ 0でなければならない。 �

• すると、もし gが非分離的であれば、定理 69の証明と同様ににして g = hk
となる h, k ∈ K[X]が存在することがわかる。よって f = h(Xpr)k(Xpr) と
なって、f の既約性に反する。

(ii)の証明: L/Kは有限次代数拡大だから、L = K(a1, . . . , ak)の形に書ける。a1 ∈ L

とその最小多項式f1 ∈ K[X]に補題 73と (i)を適用すれば、[K(a1) : K] = pr1 [K(a1) :
K]なる r1 ∈ Nが存在することが分かる。次に a1 ∈ Lの最小多項式 f1 ∈ K(a1)[X]
に同様の考察を行って [K(a1, a2) : K(a1)] = pr2 [K(a1, a2) : K(a1)]s なる r2 ∈ Nの
存在がわかる。同様にして、

[K(a1, . . . , ak) : K]

= [K(a1, . . . , ak) : K(a1, . . . , ak−1)][K(a1, . . . , ak−1) : K(a1, . . . , ak−2)]

· · · [K(a1, a2) : K(a2)][K(a1) : K] 命題 14より
= prk [K(a1, . . . , ak) : K(a1, . . . , ak−1)]p

rk−1 [K(a1, . . . , ak−1) : K(a1, . . . , ak−2)]

· · · pr2 [K(a1, a2) : K(a2)]p
r1 [K(a1) : K]s

= pr[K(a1, . . . , ak) : K]s (r = r1 + · · ·+ rk) 命題 76より

を得る。 �

さて、K上代数的な元 a1, . . . , anによる拡大体K(a1, . . . , an) が代数拡大であるこ
とを定理 25で示したが、K 上分離代数的な a1, . . . , anによる拡大体K(a1, . . . , an)
は果たして分離的であろうか？次の結果は、このことを示している。証明のポイン
トは、[L : K]は線形空間としての次数、[L : K]sは体の間の写像の個数を表してい
るが、両者が分離的拡大の時に一致することである。
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定理 79. L/Kが有限次拡大とするとき、以下は同値：
(i) L/Kは分離拡大
(ii) K上分離的な適当な要素a1, . . . , an ∈ Lによって、L = K(a1, . . . , an)となる。
(iii) [L : K]s = [L : K]

Proof. (i) ⇒ (ii): L/K が有限次拡大だから、L = K(a1, . . . , an) の形に書けるが、
(i)より分離拡大だから a1, . . . , an ∈ Lは全てK上分離的でなければならない。

(ii) ⇒ (iii): (ii)よりL = K(a1, . . . , an)だとして、Li = K(ai, . . . , an), i = 1, . . . , n

とおく。すると Li/Li+1 (i = 1, . . . , n − 1),　および Ln/K は単純拡大であり、命
題 14より

[L : K] = [L1 : L2][L2 : L3] · · · [Ln−1 : Ln][Ln : K]

また命題 76より

[L : K]s = [L1 : L2]s[L2 : L3]s · · · [Ln−1 : Ln]s[Ln : K]s

となるから、結局 Lが単純拡大の場合 L = K(a)について (iii)を証明すれば十分
である。そこで aのK 上の最小多項式を f ∈ K[X]とおき、deg f = nとすると、
[L : K] = n. いっぽう、aは K 上分離的だから、f は相異なる n個の零点を持
つ。従って補題 49(ii) より、σ : L = K(a) −→ K なるK-準同型写像は f の相異
なる零点ごとに１つずつ決まるから、n = ♯HomK(L,K) = [L : K]S となり、結局
[L : K] = [L : K]Sとなる。

(iii) ⇒ (i):定理 69より char(K) = 0の場合は、L/Kはいつでも分離拡大だから、
char(K) = p > 0の場合についてだけ証明すればよい。すなわち、任意 a ∈ Lに対
して、これがK上分離的であることを示せばよい。aのK上の最小多項式を fとす
る。このとき、命題 78より分離多項式 g ∈ K[X]と適当な r ∈ Nに対して

f = g(Xpr)

となる。従って deg f = pr deg gであるから、

[K(a) : K] = pr[K(a) : K]s

そこで

[L : K] = [L : K(a)][K(a) : K]

≥ [L : K(a)]s · pr[K(a) : K]s

(命題 78より [L : K(a)] ≥ [L : K(a)]s)

= pr[L : K]s (命題 76).

= pr[L : K] (iii).

よって [L : K] = pr[L : K]となり、r = 0, 従って f = gで f は元々分離的。すなわ
ち aはK上分離的である。 �

以下の結果は、命題 26の分離拡大版である。
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系 80. 拡大体の列K ⊂ L ⊂M を考える。M/L, L/Kが分離拡大ならば、M/Kも
また分離拡大である。

Proof. a ∈MのL上の最小多項式 f ∈ L[x]をとる。M/Lは分離的だから, fは分離
多項式である。f の係数をKに付け加えた有限拡大L′/Kをとる：L ⊃ L′ ⊃ K. こ
のとき aの L′上の最小多項式はやはり f だから、L′(a)/L′は分離的である。また、
L/Kは分離的だから、L′/Kも分離的有限拡大。そこで

[L′(a) : K]s = [L′(a) : L′]s[L
′ : K]s = [L′(a) : L′][L′ : K] = [L′(a) : K]

となるから、L′(a)/Kは分離的。従って特に a ∈ LはK上分離的となる。 �
5.2. 原始元定理.

例 81. K = Qの拡大体 L = Q( 3
√
−2,

√
−3)/Qを考える。char(Q) = 0だから定

理 69により、これはQに２つの代数的元を付け加えて得られる分離的代数拡大で
ある。これを単純拡大として書き直せないだろうか？今 t = 3

√
−2 + a

√
−3, a ∈ Q,

とおいてみると、t ∈ Lだから、K(t) ⊂ Lである。ここで tの Q上の最小多項式
f ∈ Q[x]が deg f = 6ならば、[L : K] = [K(t) : K] = 6だから L = k(t)となる。そ
こで

t− a
√
−3 = 3

√
−2

の両辺を 3乗することにより

t3 − 9a2t+ 2 = 3a(t2 − a2)
√
−3

を得るので、この両辺をさらに 2乗すれば

t6 + 9a2t4 + 4t3 + 27a4t2 − 36a2t+ 27a6 + 4 = 0

となる。従って、

f = x6 + 9a2x4 + 4x3 + 27a4x2 − 36a2x+ 27a6 + 4 ∈ Q[x]

が既約になるように a ∈ Qを選ぶことができればよい。f(t) = 0の式の両辺に任意
の φ ∈ AutK(L) = {φ0, . . . , φ5} (例 61参照）を作用させると、f(φ(t)) = 0となる
から、φ(t)はこの多項式の零点になっているはずである。とくに、φi(t), i = 0, . . . , 5
が全て異なっていれば、

f = (x− φ0(t))(x− φ1(t))(x− φ2(t))(x− φ3(t))(x− φ4(t))(x− φ5(t))

となり、f は分離的で、これが tのK = Q上の最小多項式になり、deg f = 6が言
える。
φi(t), i = 0, . . . , 5を全て下記下すと以下のようになる。

φ0(t) = 3
√
−2 + a

√
−3

φ1(t) = ζ 3
√
−2 + a

√
−3

φ2(t) = ζ2 3
√
−2 + a

√
−3

φ3(t) = 3
√
−2− a

√
−3

φ4(t) = ζ 3
√
−2− a

√
−3

φ5(t) = ζ2 3
√
−2− a

√
−3
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つまり、Q ∋ a ̸= 0であれば何でもよいことがわかる。a = 0ならば、f = (x3 + 2)2

となることに注意。

例 74の考察を一般化して、以下の結果を得る。

命題 82 (原始元定理). L/K が有限次分離拡大ならば、適当な元 a ∈ Lによって、
L = K(a)と単純拡大になっている。

Proof. まずKが有限体の場合を考える。すると L/Kは有限次拡大なので、Lもま
た有限体である。すると乗法部分群L∗ := L−{0}は有限巡回群である（命題 123)。
L∗の巡回群としての生成元 a ∈ Lは、勿論K上の拡大体としての Lの生成元でも
ある。
次にKが無限体の場合を考える。L/Kが有限次拡大だから、L = K(a1, . . . , an)

の形で書けるが、L = E(a1, a2), E := K(a3, . . . , an)と考えると、L/E が分離拡
大である。そこで、もし L = E(a) となる a ∈ Lが選べることがわかれば、次は
L = E ′(a, a3), E

′ := K(a4, . . . , an)に同様の議論を行って L = E ′(a′)となる a′ ∈ L
を見つける。同様の議論を繰り返せば、結局L = K(a′′)なる a′′ ∈ Lがみつかること
になる。従って n = 2の場合、すなわちL = K(a, b)の場合だけ証明できればよい。
L/Kの分離指数 [L : K]s = nとし、互いに相異なる。

σ1, . . . , σn ∈ HomK(L,K)

をとる。そこで多項式

P =
∏
i ̸=j

[(σi(a)− σj(a)) + (σi(b)− σj(b))X] ∈ K[X]

を考える。これは 0多項式にはならない。実際、P ≡ 0ならば、σi(a) = σj(a)かつ
σi(b) = σj(b)となる i ̸= j が存在するはず。しかし、L = K(a, b)だから、これは
σi = σjとなってしまい、σi, i = 1, . . . , nのとりかたに反する。さて、P ̸≡ 0ゆえ P
のKにおける零点は高々有限個。ところがKは無限体だから、P (c) ̸= 0となるよ
うな c ∈ Kが存在する。P の定義式にX = cを代入することにより、i ̸= jなる全
ての i, jに対して

0 ̸= σi(a) + cσi(b)− (σj(a) + cσj(b)) ∈ K

を得る。すなわち、
σi(a) + cσi(b) = σi(a+ cb) ∈ K

は i = 1, . . . , nに対して全て相異なる。そこで a + cb ∈ LのK 上の最小多項式を
f ∈ K[X]とすると、σi(a+cb), i = 1, . . . , nは f(X)の零点である。よってdeg f ≥ n.
よって

[L : K]s = n ≤ deg f = [K(a+ cb) : K] ≤ [L : K]

となる。ところがL/Kは分離拡大だから [L : K]s = [L : K]となり、従って [K(a+
cb) : K] = [L : K]. よって L = K(a+ cb)である。 �

まとめ
• 分離多項式、分離拡大、完全体
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• 標数 0の体は完全体
• 分離次数
• 分離次数と拡大次数が等しい場合が分離拡大
• 正規拡大の分離次数は自己同型群の位数
• 分離的元で生成された代数拡大は分離拡大
• 分離拡大の分離拡大は、また分離拡大
• 有限次分離拡大は単純拡大にできる（原始元定理）
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6. Galois拡大とGaloisの基本定理

代数拡大 L/K が正規拡大かつ分離拡大の時、Galois拡大と呼ぶ。定理 62より
HomK(L,L) = AutK(L)となり、この自己同型群の位数は命題 75により分離指数
[L : K]sに等しい。さらに分離拡大だから、定理 79より、この値は拡大次数 [L : K]
に等しい。この群はGalois群と呼ばれ、L/K の性質を調べるための強力な道具と
なる。

6.1. Galois拡大.

定義 83 (Galois拡大). 代数拡大L/Kが、正規かつ分離的であるとき、Galois拡大
(ガロア拡大)と呼ぶ。このとき、Gal (L/K) := AutK(L)のことをGalois拡大L/K
のGalois群と呼ぶ。

例 84. 定理 69よりQの代数拡大は全て分離的であり、例 61によりさらに正規性も
言えているから、Q( 3

√
−2,

√
−3)はQの 6次のガロア拡大である。また、Q(

√
−3)の

3次のGalois拡大にもなっている。何故ならば、Q( 3
√
−2,

√
−3)はQ(

√
−3)に 3

√
−2

を付け加えた単純拡大であるが、最小多項式は g = X3 + 2 ∈ Q(
√
−3)[X]となり、

ζ = −1+
√
−3

2
∈ Q(

√
−3)に注意するとQ( 3

√
−2,

√
−3)は

g = (x− 3
√
−2)(x− ζ 3

√
−2)(x− ζ 3

√
−2)

の分解体、すなわち正規拡大になっているからである。同様に考えて、Q( 3
√
−2)の２次

のガロア拡大でもある。また、Q(
√
−3)はQの２次のガロア拡大。しかしQ( 3

√
−2)/Q

は char(Q) = 0だから分離拡大ではあるが、正規拡大ではなく (例 47参照)、従って
Galois拡大ではない。

Q( 3
√
−2,

√
−3)

２次Galois拡大
�
�
�

�
�

３次Galois拡大
Q
Q
Q
Q

Q

３次分離拡大

Q( 3
√
−2)

２次Galois拡大

Q(
√
−3)

HHHHH ������

Q

６次 Galois 拡大

命題 85. L/KをGalois拡大とし、a ∈ LのK上の最小多項式を f ∈ K[X]とする。
この時、b ∈ Kを f の a以外の零点とすると、σ ∈ Gal (L/K) で σ(a) = bとなるも
のが存在する。

Proof. ここでL/Kが正規拡大だから b ∈ Lである。さて、埋め込み準同型K(α) ↪→ L
に補題 49(ii) を適用することにより、K準同型 σ : K(α) −→ Lで σ(a) = bとなる
ものを得る。L/K(a)は代数拡大だから、この σは命題 50により σ : L −→ Lなる
K-準同型に拡張できる。すなわち、σ ∈ Gal (L/K), s.t. σ(a) = bが得られた。 �
注意 86. 命題 85の証明では、L/Kが分離拡大であることは使っていない。従って
L/Kを正規拡大としても成り立つ。
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定理 87. L/Kを有限次Galois拡大とすると、[L : K] = ♯Gal (L/K).

Proof. 命題 75と定理 79から直ちに従う。 �

6.2. Galois の基本定理. L/K を有限次 Galois 拡大とし、その Galois 群を G :=
Gal (L/K)とする。ここで述べる Galoisの基本定理は、拡大体 L/K の中間体と
群Gの部分群の対応関係 (Galois対応)を与えるものである。そこで

G := {S : S ⊆ G部分群 }
K := {E : L ⊇ E ⊇ K 中間体 }

なる２つの集合を考える。ここで次のことに注意する。

命題 88. Galois拡大 L/Kの任意の中間体Eに対し、L/EもまたGalois拡大。

Proof. Lの任意の元 a ∈ LはK上分離的だから、その最小多項式 f ∈ K[X]は分離
的である。さらに f ∈ E[X]と考えると、f = f1f2 f1, f2 ∈ E[X]と分解するかもし
れないが、このとき f1か f2のいずれか一方が (K[X]の中で因数分解したときに）)
X − aという因子を含むはずだから、（必要ならば fiの添え字を付け替えて）f1が
X − aを因子として含む既約多項式と思ってよい。すると f1これが aのE上の最小
多項式になる。f が分離的だから、f1も分離的である。よって L/Eは分離的。
次に、σ ∈ HomE(L,L)(⊂ HomK(L,L))を任意にとると、L/K が正規拡大だか

ら、定理 62により σ ∈ AutK(L). しかも σはEを固定するから、σ ∈ AutE(L)と
考えることができ、再び定理 62より L/Eは正規拡大である。
よって L/Kは分離的かつ正規拡大だからGalois拡大である。 �

注意 89. 拡大体 L ⊃ E ⊃ K にて、L/K が Galois拡大なら L/E も Galois拡大
になるというのが命題 88の主張だが、では E/K はどうかというと、これは必ず
しもGalois拡大にはならない。実際、例 84で見たように、L = Q( 3

√
−2,

√
−3)/Q

はGalois拡大だが、Q( 3
√
−2)/Qは分離拡大であって正規拡大にはならない。では、

E/K がGalois拡大になるのはどういう場合かというと、その答は定理 91(ii)で与
えられる。

以下の結果は、今後頻繁に使われる。

命題 90. L/KをGalois拡大とし、中間体K ⊂ E ⊂ Lを考える。もしE/Kもまた
正規拡大ならば、Gal (E/K)の元は以下のような群としての全射準同型写像によっ
て得られる：

Gal (L/K) ∋ σ 7−→ σ|E ∈ Gal (E/K).

Proof. 任意のσ ∈ Gal (L/K) ⊂ HomK(L,L)をEに制限すれば、σ|E ∈ HomK(E,L) =
HomK(E,E)となる。ここでL/Eが代数拡大だから、L = Eとなることに注意。さ
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れに、定理 62 より HomK(E,E) = AutK(E) = Gal (E/K)だから、結局 σ|E ∈
Gal (E/K)となる。よって制限写像

ρ : Gal (L/K) −→ Gal (E/K) ρ(σ) = σ|E

が得られる。また、任意のK 同型 σ′ : E −→ E ⊂ L, i.e., σ′ ∈ Gal (E/K), に対
し、L/Eが代数拡大であることから命題 50によりK同型 σ : L −→ Lが存在して、
σ|E = σ′となる。ここで L/Kが正規拡大だから、σ ∈ AutK(L) = Gal (L/K)とな
る。すなわち、ρ(σ) = σ′ となって、制限写像 ρは全射とわかる。 �

GとKの間の写像 (Galois対応)を以下のように定義する。

• 部分群を中間体に対応させる：

Φ : G −→ K
H 7→ LH := {x ∈ L : σ(x) = x ∀σ ∈ H}

演習問題 3. Φが well-definedであること、すなわち、LH が確かに L/K の
中間体になることを、次の順序で証明せよ。
(1) L ⊃ LH であることは、定義より明らか。
(2) 任意の a ∈ Kは任意の σ ∈ Hによって σ(a) = aとなることを確かめる
ことにより、K ⊂ LH を示す。

(3) LH が体であることを示す。そのために任意の a, b ∈ LH に対して、a+
b, −a, a · b, a−1 (これらはLの元としての演算を考える）が全てLHに
含まれていることを示す。

• 中間体を部分群に対応させる：

Ψ : K −→ G
E 7→ Gal (L/E) (⊆ Gal (L/K) = G)

Ψがwell-definedであること、すなわち、Gal (L/E)が存在することは命題 88
より従う。

このとき、以下が成り立つ：

定理 91 (Galoisの基本定理). 有限次Galois拡大 L/K と、上で定義したGalois対
応Φ ,Ψ に対し、以下が成り立つ。

(i) Ψ ◦Φ = IdG かつ Φ ◦Ψ = IdK. すなわち、Φ, Ψ は全単射で、互いに他の逆
写像になっている。

(ii) LH/K がGalois拡大 ⇔ H ▹ G (正規部分群)
(iii) (ii)が成り立っているとき、Gal (LH/K) ∼= G/H.
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とくに定理 91(i)は以下のような対応関係が成立することを主張している：

中間体 Galois群
L ↔ Gal (L/L) = 1
∪ ∩
E1 ↔ Gal (L/E1)
∪ ∩
E2 ↔ Gal (L/E2)
∪ ∩
...

...
∪ ∩
Ek ↔ Gal (L/Ek)
∪ ∩
K ↔ Gal (L/K)

上の中間体の例と部分群の列とで、包含関係が逆転しているところにも注意。この
理由については、以下の演習問題を参照せよ。

演習問題 4. 群Gが集合Xに作用しているとする。このとき、任意の部分群H ⊂ G
に対し、XG ⊂ XH であることを示せ。ただし、XG := {x ∈ X| σ(x) = x ∀σG}と
定義され、XH も同様に定義されるものとする。

例 92. 例 84で考えた、K = QのGalois拡大 L = Q( 3
√
−2,

√
−3) やその部分体と

Galois群の対応関係をみてみよう。まずGalois群は例 74でみたように

Gal (L/K) = {φ0, . . . , φ5}

で、つぎの関係式が成り立つことがわかる：

idL = φ0 = φ1 ◦ φ1 ◦ φ1 = φ3 ◦ φ3 = φ4 ◦ φ4 = φ5 ◦ φ5

φ2 = φ1 ◦ φ1,

φ4 = φ1 ◦ φ3,

φ5 = φ1 ◦ φ1 ◦ φ3 = φ3 ◦ φ1

そこで、a = φ1, b = φ3とおけば、

Gal (L/K) = ⟨a, b | a3 = b2 = 1, a2b = ba⟩ = {1, a, a2, b, ab, a2b}

と書き表すことができる。a2 = φ2, ab = φ4, a
2b = φ5である。これは３次対称群

G3と同型な群であることに注意しよう。従って、集合 Gは、次のような部分群の集
合である：

(1) ⟨a⟩ 位数３の巡回正規部分群
(2) ⟨b⟩, ⟨ab⟩, ⟨a2b⟩位数２の巡回部分群
(3) 1 (単位群 ), Gal (L/K)
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そこで、これらに対応する中間体を計算すると、

Φ(⟨a⟩) = {x ∈ L | φ1(x) = x} = Q(
√
−3)

Φ(⟨b⟩) = {x ∈ L | φ3(x) = x} = Q( 3
√
−2)

Φ(⟨ab⟩) = {x ∈ L | φ4(x) = x} = Q( 3
√
−2(1 +

√
−3))

Φ(⟨a2b⟩) = {x ∈ L | φ5(x) = x} = Q( 3
√
−2(1−

√
−3))

Φ(1) = {x ∈ L | φ1(x) = x} = L = Q( 3
√
−2,

√
−3)

Φ(Gal (L/K)) = {x ∈ L | φi(x) = x, ; i = 0, 1, 2, 3, 4, 5} = K = Q

Galoisの基本定理 (定理 91)は、これらが L/K の中間体のすべてであり、また、
Q(

√
−3)/QはGalois拡大で、そのGalois群Gal (

√
−3/Q)は剰余群 ⟨a, b⟩/⟨a⟩ ∼= ⟨b⟩、

すなわち
Gal (Q(

√
−3)/Q) = {id, σ :

√
−3 7→ −

√
−3}

であることを主張している。Q( 3
√
−2)/QがGalois拡大でないことは、例 47の考察

によって正規拡大でないことからわかる。また、Q( 3
√
−2(1 +

√
−3)) がQのGalois

拡大でないことは、次のようにしてわかる。 3
√
−2(1+

√
−3)のQ上の最小多項式は

X3 − 16 ∈ Q[X]であり、それは 3
√
−2(1 +

√
−3) = −2ζ2 3

√
−2となることに注意す

ると
X3 − 16 = (X + 2ζ 3

√
−2)(X + 2ζ2 3

√
−2)(X + 2 3

√
−2)

と因数分解することがわかる。そして

−2ζ 3
√
−2 = 3

√
−2(1−

√
−3) = −1

2
( 3
√
−2(1 +

√
−3))2 ∈ Q( 3

√
−2(1 +

√
−3))

であるが、2 3
√
−2 /∈ Q( 3

√
−2(1 +

√
−3))だから13、Q( 3

√
−2(1 +

√
−3))はX3 − 16の

分解体ではなく、従って正規でない。つまりGalois拡大でもない。同様にして３次
拡大Q( 3

√
−2(1−

√
−3))/QもGalois拡大でないことがわかる。

6.3. Galoisの基本定理の証明. 有限次Galois拡大 L/Kが与えられたとする。

6.3.1. Φ ◦Ψ = idの証明. 任意の中間体E, K ⊆ E ⊆ L, を考える。このとき命題 88
よりL/EもGalois拡大であから、そのGalois群H = Gal (L/E)を考えることがで
きるが、

Claim 1: HはGal (L/K)の部分群である。

Claim 1の証明. 任意の元 σ ∈ Gal (L/E) = {σ ∈ Aut(L) : σ(x) = x ∀x ∈ E} を
とると、K ⊆ Eゆえ、σ ∈ Gal (L/K) = {σ ∈ Aut(L) : σ(x) = x ∀x ∈ K}）だ
から、集合としての包含関係Gal (L/E) ⊂ Gal (L/K)が成り立つ。またGal (L/E)
自身は群であり、その演算も Aut(L)の元として Gal (L/K)のものと同じなので、
Gal (L/K)の部分群になっている。 �

Claim 2: E = LH . すなわちΦ ◦Ψ = id

13このことは、Q( 3
√
−2(1 +

√
−3)) = Q · 1 ⊕ Q · 3

√
−2(1 +

√
−3) ⊕ Q · ( 3

√
−2(1 +

√
−3))2 =

Q·1⊕Q· 3
√
−2(1+

√
−3)⊕Q· 3

√
4(1−

√
−3)だから、2 3

√
−2 = a·1⊕b· 3

√
−2(1+

√
−3)⊕c· 3

√
4(1−

√
−3)

となるような a, b, c ∈ Qが存在しないことを確かめればわかる。
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Claim 2の証明. 定義により LH = {α ∈ L : σ(α) = α ∀σ ∈ H} であるが、任意の
元 σ ∈ H = Gal (L/E)はEの元を固定する。従って

E ⊆ LH .

ここで、E ̸= LHであると仮定すると、α ∈ LH −Eなる元が存在する。そこでαの
E上の最小多項式を f ∈ E[X]とおくと、L/EがGalois拡大だから、

f = (X − α)(X − α1) · · · (X − αn)

α, α1, . . . , αn ∈ Lで (L/E が正規拡大だから）、これらはすべて相異なる元のは
ず（L/E は分離拡大だから）。もし n ≥ 1 ならば、τ : α 7→ α1 となるような
τ ∈ Gal (L/E) = H が存在するはずだが (命題 85)、α ∈ LH だから、任意の
τ ∈ Gal (L/E)に対して τ(α) = αとなって矛盾。したがって n = 0 すなわち、
α ∈ LH のE上の最小多項式は１次式。これは α ∈ Eであることを意味し、αのと
りかたに反する。従ってE ̸= LH ではあり得ず、結局E = LH でなければならない
ことになる。 �

注意 93. 以上の証明では、L/KがGalois拡大であることは使っているが、それが
有限次拡大であることは使っていない。すなわち、上の部分は無限次Galois拡大で
も成り立つ。

6.3.2. Ψ ◦Φ = idの証明. 任意の部分群H ⊂ Gに対して、中間体Φ(H) = LH =: E
をとると、Ψ ◦ Φ(H) = Gal (L/E). そこでH = Gal (L/E)を示せばよい。
特にL/Kが有限次分離代数拡大だから、L/Eもそうである。そこで命題 82より

適当な元 a ∈ L(原始元)をとればL = E(a)となる。また、Gは有限群だから、Hも
有限群なので ♯H = n(<∞)と置く。このとき、

Claim: [L : E] ≤ n

Claimの証明. σ1, . . . , σr ∈ Hを σ1(a), . . . , σr(a)(∈ L) が相異なるようなもので極大
なもの、すなわち、それ以外のどの σ ∈ H に対しても σ(a)がいずれかの σi(a)に等
しくなってしまうものを選ぶ（Hは有限群なので、当然 rも有限である）。ここで、
任意の σ ∈ Hに対して、

S := {σ1(a), . . . , σr(a)} = {σ(σ1(a)), . . . , σ(σr(a))} = σ(S)

となる。実際、σ(σi(a)) /∈ S ならば、σr+1 = σ◦σiとすれば、上の列はσ1, . . . , σr, σr+1

まで拡大できることになり、極大性に反する。また、σはLの同型写像だから、σ(σ1(a)),
. . . , σ(σr(a))は全て異なる元である。従って、上の２つの集合は一致し、Hの任意
の元 σは Sの r個の元の並べ替えとして作用する。すると、σ1(a), . . . , σr(a)でつく
られた基本対称式14は、H によって固定されるから、E = LH の元になる。従って
多項式

f =
r∏
i=1

(X − σi(a)) ∈ E[X]

14式 f1, . . . , fm の i次基本対称式とは、
∏m

j=1(X − fj)を展開したときの Xm−i の係数（かその
符号を変えたもの）であり、添え字 j を入れ替えても式全体としては変わらないという性質をもつ。
例えばm = 3の時は、f1 + f2 + f3, f1f2 + f2f3 + f1f3, f1f2f3 が基本対称式である。
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を得る。これは a ∈ LのE上の最小多項式（を因数に含む）分離多項式である。従っ
て、[L : E] = [E(a) : E] ≤ deg f = r ≤ nとなる。 �
すると、定理 87を使って

n = ♯H ≤ ♯Gal (L/E) = [L : E] ≤ n

より ♯H = ♯Gal (L/E)となり、従ってH = Gal (L/E) を得る。

6.3.3. LH/KがGalois拡大ならば、H ▹ G, Gal (LH/K) ∼= G/Hとなることの証明
. LH/KがGalois拡大だから、分離拡大かつ正規拡大である。L/Kが分離拡大だか
ら、L/Kは常に分離拡大になる。従って、ここで特に意味をもつのは、LH/Kが正
規拡大であるということで、以下の証明でも正規拡大であることだけを使う。
LH/Kが正規拡大だから、命題 90より群の全射準同型写像

φ : G := Gal (L/K) −→ Gal (LH/K)
σ 7−→ σ|LH

が存在する。

Kerφ = {σ ∈ Gal (L/K) | σ(x) = x, ∀x ∈ LH} = Gal (L/LH) = H

となるが、準同型写像の核は正規部分群15だから、H ▹Gとなる。さらに群の準同型
定理16によりGal (LH/K) ∼= G/Hを得る。

6.3.4. H ▹Gに対し、LH/KがGalois拡大であることの証明. L/KがGalois拡大だ
から、分離拡大であり、従ってLH/Kも分離拡大である。従ってLH/Kが正規拡大で
あることを示せば、Galois拡大であることが示せたことになる。そこでLの代数的閉
包Lを１つとって固定すると、K ⊂ LH = Lと考えてよい。ここでHomK(L

H , LH) =
HomK(L

H , L)がAutK(L
H)と一致すること、すなわち任意の σ ∈ HomK(L

H , L)に
対して σ(LH) = LH であることが示せれば、LH/Kの正規性が示せたことになる。
まず、L/LHが代数拡大なので、命題 50により σ : LH −→ Lは σ′ : L −→ Lに拡

張される（σ′|LH = σ). ところが、L/Kが正規拡大だからHomK(L,L) = AutK(L).
よって σ′ ∈ AutK(L)と考えられる。よって σ は Lへの K 準同型と考えられる：
σ ∈ HomK(L

H , L). そこで任意の b ∈ σ(LH)をとる: L ∋ b = σ(a), ∃a ∈ LH . ここで
b ∈ LHであることが示せればよい。すなわち bはHの作用によって固定されること
を示せばよい。そこで任意の τ ∈ Hをとる、H ▹ Gで σ′ ∈ GだからHσ′ = σ′Hで
あり、ここでの群演算が写像の合成であることに注意すると、従って τ ◦ σ′ = σ ◦ τ ′
となる τ ′ ∈ Hが存在する。すると

τ(b) = τ ◦ σ′(a)(= τ ◦ σ(a)) (σ′|HL = σ, a ∈ LH だから)

= σ′ ◦ τ ′(a) = σ′(a) (τ ′ ∈ H, a ∈ LH だから)

= σ(a) = b

となり、b ∈ LH . よって σ(LH) ⊂ LH . 最後に逆の包含関係 σ(LH) ⊃ LH を示そ
う。L/K が代数拡大だから、L ⊃ LH ⊃ σ(LH) ⊃ K なる拡大 LH/σ(LH)もまた
代数拡大である。そこで σ−1 : σ(LH) −→ LH は命題 50より ρ : LH −→ Lに拡

15群の準同型 φ : G −→ G′ に対し、g−1(Kerφ)g ⊂ Kerφ (∀g ∈ G)となる。実際、∀x ∈ Kerφに
対し、φ(g−1xg) = φ(g)−1φ(x)φ(g) = φ(g)−1φ(g) = 1G′ となるからである。

16群の全射準同型 φ : G −→ G′ に対し、G′ ∼= G/Kerφを主張するのが、準同型定理であった。
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張される (ρ|L−H = σ−1). すると、σ : LH −→ Lに対して行った上の議論を繰り返
すことによって、ρ(LH) = σ−1(LH) ⊂ LH , すなわち LH ⊂ σ(LH)が得られ、結局
σ(LH) = LH を得る。

まとめ
• 正規かつ分離的な代数拡大がGalois拡大
• L/KがGalois拡大なら、中間体Eに対してL/EもGalois拡大。しかしE/K
はそうとは限らない。

• L/KがGalois拡大で、中間外Eに対してもE/KがGalois拡大ならば、全
射制限写像 Gal (L/K) −→ Gal (E/K)が存在し、さらに、Gal (E/K) ▹
Gal (L/K).

• L/Kが有限次Galois拡大ならば、[L : K] = Gal (L/K)
• L/Kが有限次Galois拡大ならば、中間体とGalois群の部分群との間にGalois
対応がある。
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7. 円分拡大

Galoisの基本定理により、Galois拡大と群の対応関係が明らかになった。そこで
次の問題は、さまざまなGalois拡大の構造を群論をつかって詳しく調べることであ
る。アーベル群に対応するGalois拡大の構造はよく分かっているが、非アーベル群
に対応するものについては、未知の問題も多く、現在も盛んに研究されている。
ここではアーベル群に対応するGalois拡大の重要な例として、円分拡大を考える。

7.1. 1の原始 n乗根. K = Cの場合は代数学序論 Iで学んだが、ここではより一般
の場合を考える。体Kとその代数的閉包Kを考える。n ∈ N−{0}に対してXn− 1

のK における零点を 1の n乗根と呼び、それら全体の集合 Un ⊂ K
∗
:= K − {0}

は乗法に関して群をなす。実際、α, β ∈ Un ならば、αn = βn = 1であり、従って
(αβ)n = 1となるから、αβ ∈ Un. また 1 ∈ Unは単位元であり、α ∈ Unの逆元は
αn−1である。

(1) char(K) = 0の場合: d
dx
(Xn − 1) = nXn−1とXn − 1は共通零点を持たない

から、Xn − 1は分離多項式であり、従って ♯Un = nとなる。
(2) char(K) = p > 0の場合: n = prm, (r ∈ N, p ̸ |m) とすると、

Xn − 1 = Xprm − 1 = (Xm − 1)p
r

となるから、Un = Um、♯Um = mとなる。つまり 1の n乗根は 1のm乗根、
p ̸ |m, の場合に帰着されてしまう。そこで以後、char(K) = p > 0の場合に
1の n乗根を考えるときは、p ̸ |nなる条件をつけて考えることにする。

命題 94. n ∈ N− {0}, char(K) ̸ |nに対して、Unは位数 nの巡回群である。

Proof. UkはK
∗
の有限乗法部分群だが、それは後述する命題 123により、巡回群に

なる。 �
定義 95. Unの巡回群としての生成元のことを 1の原始 n乗根と呼ぶ。

7.2. Euler関数. 1の原始 n乗根の個数を数えるには、以下のEuler関数の概念が必
要である。

定義 96 (Euler関数). n ∈ N− {0}に対し
φ(n) = ♯(Z/nZ)∗

とおく。但し、(Z/nZ)∗は剰余環としての Z/nZの可逆元集合であり、したがって
乗法群であることに注意する。この関数 φ : N− {0} −→ NをEuler関数と呼ぶ。

a ∈ Zの Z/nZにおける像 aが可逆元ということは、xa+ yn = 1となる x, y ∈ Z
が存在することと同値だから、Euclidの互除法定理により (a, n) = 1であることと
同値である。従って、

命題 97. φ(n) = ♯{a | 1 ≤ a ≤ n− 1, (a, n) = 1}
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Euler関数の計算には、次の結果が便利である。

命題 98. m,n ∈ N− {0}に対して、もし (m,n) = 1ならば φ(mn) = φ(m)φ(n). ま
た、n = pn1

1 · · · pnr
r と因数分解したとき、

φ(n) =
r∏
i=1

pni−1
i (pi − 1)

Proof. 中国人剰余定理17 により

ψ : Z/mnZ −→ Z/mZ× Z/nZ a+mnZ 7−→ (a+mZ, a+ nZ)

は同型であるが、この同型がさらに、可逆元のなす乗法部分群の同型

(2) (Z/mnZ)∗ −→ (Z/mZ)∗ × (Z/nZ)∗

を誘導することを示そう。
Claim 1: ψを (Z/mmZ)∗に制限すれば、(Z/mnZ)∗ −→ (Z/mZ)∗ × (Z/nZ)∗な

る写像が得られる。

Claim 1の証明. (Z/mnZ)∗ ∋ a = a +mmZ ∈ Z/mnZを任意にとる。その逆元を
b = b+mmZとすると、ab = 1+mnℓ (∃ℓ ∈ Z)となっている。するとab = 1+m(nℓ) ∈
1 +mZと見れば ab+mZ = 1 +mZ となり、また、ab = 1 + n(mℓ) ∈ 1 + nZと見
れば ab+ nZ = 1+ nZである。すなわち、ψ(a) ∈ (Z/mZ)∗ × (Z/nZ)∗となる。 �

Claim 2: 制限写像ψ|(Z/mnZ)∗ : (Z/mnZ)∗ −→ (Z/mZ)∗× (Z/nZ)∗ ψが同型だか
ら単射だが、さらに全射でもある (従って、全単射)。

Claim 2の証明. (Z/mZ)∗×(Z/nZ)∗の元 (s+mZ, t+nZ)とその逆元 (ŝ+mZ, t̂+nZ)
をとる。すると、Euclidの互除法定理により、

ŝs+ ŷm = 1, x̂n+ t̂t = 1 (∃x̂, ŷ ∈ Z).

また、(m.n) = 1だから、再びEuclidの互除法定理により、xm+yn = 1なるx, y ∈ Z
が存在する。そこで、a := xmt+ ynsとおけば、

a+mZ = yns+mZ = yns+ xms+mZ = (yn+ xm)s+mZ = s+mZ

かつ

a+ nZ = xmt+ nZ = xmt+ ynt+ nZ = (xm+ yn)t+ nZ = t+ nZ

17イデアル版の一般的な中国人剰余定理もあるが、ここで使っているのは、次のもの。「正整数の
因数分解を考える: N ∋ a = pn1

1 · · · pnr
r , (piは互いに相異なる素数、Z ∋ ni ≥ 1). このとき、可換環

としての同型 Z/(a) ∼= Z/(pn1
1 )× · · · × Z/(pnr

r )が成り立つ。」
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となり、Z/mnZ ∋ a +mmZ = ψ−1((s +mZ, t + nZ))とわかる。同様に ψ−1((ŝ +
mZ, t̂+ nZ) = â := xmt̂+ ynŝを得る。そこで、

aâ = (xmt+ yns)(xmt̂+ ynŝ)

= x2m2tt̂+ y2n2sŝ+mn(xyst̂+ xyŝt)

= x2m2(1− x̂n) + y2n2(1− ŷm) +mn(xyst̂+ xyŝt)

= (xm+ yn)2 +mn(−2xy + x2mx̂+ y2nŷ + xyst̂+ xyŝt)

= 1 +mn(· · · )

だから、̂a+mmZはa+mmZの逆元である。つまりψ−1(s+mZ, t+nZ) ∈ (Z/mnZ)∗
となる。 �

以上により、(2)が得られたが、これより直ちに φ(mn) = φ(m)φ(n)を得る。
この結果を使うと、n = pn1

1 · · · pnr
r と因数分解されたとき

φ(n) =
r∏
i=1

φ(pni
i )

を得る。従って、命題の後半を得るためには

φ(pn) = pn−1(p− 1)

を示せばよい。ところが、ℓ · p, (ℓ = 0, . . . , pn−1 − 1)のは 0 ≤ d < pn なる dで
(d, pn) > 1なるもの全てを尽くしていることに注意すると、

φ(pn) = ♯{a ∈ N | 0 ≤ a < pn, (a, pn) = 1}
= pn − ♯{0, 1, . . . , pn−1 − 1} = pn − pn−1

= pn−1(p− 1)

となる。 �

7.3. 円分拡大. K = Qに 1の原始 n乗根 ζ を付け加えた拡大体を円分拡大と呼ぶ
が、ここではより一般のKについて拡大K(ζ)/Kの構造を考える。

命題 99. 体Kと char(K) ̸ |nなる n ∈ Nに対し、1の原始 n乗根 ζ ∈ Kを考える。
このとき、

(i) K(ζ)/K は有限Galois拡大でGal (K(ζ)/K)はアーベル群。そして [K(ζ) :
K] ≤ φ(n)

(ii) 任意のσ ∈ Gal (K(ζ)/K)に対し、r(σ) ∈ Nが対応して、以下の性質をもつ：
(a) σ(ζ) = ζr(σ)

(b) r(σ)の Z/nZにおける像 r(σ)は、その乗法部分群 (Z/nZ)∗に入ってい
て、この像は ζの取り方によらず一意的に決まる。

(c) ψ : Gal (K(ζ)/K) −→ (Z/nZ)∗ σ 7−→ r(σ)
は単射準同型で、K = Qの場合はさらに同型になる。
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Proof. (i)の証明：char(K) ̸ |nだから、Xn−1 ∈ K[X]は分離多項式であり18、Xn−1

の全ての零点は ζs (s = 1, , 2 . . . , n)によって得られるから、K(ζ)はXn−1の分解体
として正規拡大でもある。従ってK(ζ)/KはGalois拡大。また、φ(n) = ♯((Z/nZ)∗)
だから、[K(ζ) : K] ≤ φ(n) であることは (ii)より直ちに得られる。

(ii)の証明：Xn − 1 = 0のKにおける解集合Un ∼= Z/nZは、1の原始 n乗根 ζに
よって生成される巡回群である。そしてGal (K(ζ)/K)の元 σ はXn − 1の零点た
ちの置換として作用する。従って、r(σ)はmodnでは一意的に決まる。さらに任意
の s ∈ Zに対し

σ(ζs) = σ(ζ)s = (ζr(σ))s = (ζs)r(σ)

だから、r(σ) ∈ Z/nZは ζの選び方によらず一意的に決まる。また、σ(ζ)が 1の原
始 n乗根でないXn − 1の零点だとすると、1 = σ(ζ)k = σ(ζk)なる 1 < k < nが存
在することになるが、ζk ̸= 1であり、σ ∈ Gal (K(ζ)/K)は体の自己同型で、特に
単射だから、これは矛盾である。従って、σ(ζ)もまた 1の原始 n乗根でなければな
らない。よって

ψ : Gal (K(ζ)/K) −→ (Z/nZ)∗ σ 7−→ r(σ)

はwell-defined (つまり像がちゃんと (Z/nZ)∗に入っている）な群準同型になる。ま
た、上で示したように r(σ)は σによって一意的に決まるから ψは単射である。す
ると

♯Gal (K(ζ)/K) ≤ ♯(Z/nZ)∗ = φ(n).

また、K = Qの場合、さらに上式の等号が成り立つが、それは次の命題 101によ
る。 �

例 100 (♯Gal (K(ζ)/K) < φ(n)となる例). Kを標数 2の素体 F2に 1の原始 3乗根
a, bを付け加えた拡大体とする。すなわちK ∼= F2[X]/(X2 +X +1), X2 +X +1 =
(X − a)(X − b). この時、n = 5とすると、char(K) ̸ |n 条件は満たされ、φ(5) = 4
である。さて、ζ ∈ Kを 1の原始 5乗根とすると、ζはX5 − 1の零点であるが、

X5 − 1 = (X − 1)(X4 +X3 +X2 +X + 1)

= (X − 1)(X2 + aX + 1)(X2 + bX + 1)

と因数分解できる。実際、

(X2 + aX + 1)(X2 + bX + 1) = X4 + (a+ b)X3 + (ab+ 2)X2 + (a+ b)X + 1

だが、char(K) = 2ゆえab+2 = abとなり、また、a, bはX2+X+1の零点だから、２
次方程式の解と係数の関係によりa+b = −1 = 1 (char(K) = 2だから−1 = 1となる
ことに注意）かつab = 1.　よって (X2+aX+1)(X2+bX+1) = X4+X3+X2+X+1
を得る。すると、ζの最小多項式はX2 + aX + 1かX2 + bX + 1となり、結局

♯Gal (K(ζ)/K) = [K(ζ) : K] = deg(X2 + aX + 1)(または = deg(X2 + bX + 1))

= 2 < 4 = φ(n)

となる。

18注意 71参照。nが char(K)の倍数でないから、Xn − 1の導関数 nXn−1 は恒等的には 0にな
らず、従ってXn − 1と共通零点をもたないことに注意。
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上の定理の特殊な場合として、以下の円分拡大の構造定理が得られる。

命題 101. 任意の 1の原始 n乗根 ζ ∈ Cに対して、Q(ζ)/QはGalois拡大で、

Gal (Q(ζ)/Q) ∼= (Z/nZ)∗

が成り立つ。

Proof. 1の原始 n乗根 ζ のQ上の最小多項式を f ∈ Q[X]とする。その時、他の全
ての原始 n乗根もやはり f の零点であることが示せれば、1の原始 n乗根の個数が
φ(n)であることから、φ(n) ≤ deg f . そして逆の不等号が命題 99で示されているの
で、結局 φ(n) = deg f となる。よって ♯Gal (Q(ζ)/Q) = ♯(Z/nZ)∗とあり、命題 99
で示されている単射は実は全射にもなっていることがわかる。そこで以下では、ζ以
外の 1の原始 n乗根も f の零点であることを示す。

Step 1: f はXn − 1の因子だから、

Xn − 1 = fh (∃h ∈ Q[X])

と分解できるが、実はf, h ∈ Z[X]として良いことをまず示そう。まず、Xn−1
も f もモニックだから、係数比較すれば hもモニックだとわかる。次に、Q
の任意の元 aは a = ±

∏r
i=1 p

n1
1 · · · pnr

r （piは素数、ni ∈ Z）の形に一意的に
書けるので、νpi(a) := niとして、さらに任意の g =

∑
j ajX

j ∈ Q[X]に対
して

νp(g) := min
j
νp(aj)

と定義する。つまり、νp(−)とは、与えられた式なり有理数なりを、pn×(· · · )
のように素数 pをくくり出して書き表した時の nのうち、絶対値が一番大き
い物を表している。この時、以下のことが成り立つ

補題 102 (Gauß). (0 ̸=)f, g ∈ Q[X]と任意の素数 pに対して、νp(fg) =
νp(f) + νp(g)

補題 102の証明. f ∈ Qまたは g ∈ Qの場合は明白。それ以外の場合、f, gの
係数の分母を全てかけ合わせたものを、それぞれ a, b ∈ Zとすると、af, bg ∈
Z[X]. さらにこれらの係数 (整数）の最大公約数をそれぞれ c, d ∈ Zとし、
F := af/c, G := bg/d ∈ Z[X]とおく。すると F =

∑
i aiX

iとしたとき、
gcd({ai}i) = 1だから、どんな素数 pに対しても、かならず νp(ai) = 0となる
ような iが存在する。このことから、任意の素数 pに対して νp(F ) = 0である
ことがわかる。同様にして νp(G) = 0. そこで、自然準同型 Z → Z/pZ = Fp
を使って、全射準同型

ψ : Z[X] −→ Fp[X]
∑
i

aiX
i 7→

∑
i

aiX
i

を考えると、
Kerψ = {f ∈ Z[X] | νv(f) > 0}

とわかる。従って、ψ(F ), ψ(G) ̸= 0である。Fp[X]は整域だから、ψ(FG) =
ψ(F )ψ(G) ̸= 0. つまり FG /∈ Kerψだから、νp(FG) = 0となり、結局

νp(FG) = νP (F ) + νp(G)
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が言えた。そこで

νp(fg) = νP (
c

a
F · d

b
G) = νP (

cd

ab
F ·G)

= νp(
cd

ab
) + νp(FG)

f, gの一方がQの場合の結果による

= νp(
cd

ab
) + νp(F ) + νp(G)

= νp(
c

a
) + νp(

d

b
) + νp(F ) + νp(G)

f, gの両方がQの場合の結果による

= νp(
c

a
F ) + νp(

d

b
G)

f, gの一方がQの場合の結果による
= νp(f) + νp(g)

を得る。 �
Gaußの補題 102により、任意の素数 pに対して

0 = νp(X
n − 1) = νp(fh) = νp(f) + νp(h)

となり、また、f , hはモニックだから、νp(f), νp(h) ≤ 0である。よって結
局、任意の素数 pに対して νp(f) = νp(h) = 0である、これは f, h ∈ Z[X]で
あることを意味する。

Step 2: p ̸ |nなる任意の素数 pに対して、ζpも 1の原始 n乗根になる19。こ
のとき、ζpもまた f の零点であることを示そう。もしそうでないとすると、
f(ζp) ̸= 0 となるが、その一方

0 = (ζp)n − 1 = f(ζp)h(ζp)

だから、h(ζp) = 0, つまり ζは h(Xp) ∈ Z[X]の零点である。従って最小多
項式 f で割り切れる。すなわち、h(Xp) = fg となる g ∈ Q[X]が存在する
が、Step 1と同様の議論により、g ∈ Z[X]でモニックと考えてよい。そこで
自然全射 Z → Z/pZを使って次のような全射 ψを考える:

ψ : Z[X] −→ (Z/pZ)[X] = Fp[X]
∑
i

ciX
i 7−→

∑
i

ciX
i.

すると
h
p
= h(Xp) = fg

となる20。Fp[X]がUFDであることに注意すると、これより hと f が Fp[x]
で共通因子をもつことがわかる。するとXn − 1 = fhは（Fpの代数的閉包
の中で）重根を持つことになり、p ̸ |n条件よりXn − 1が Fp[X]の中でも分

19証明：実際、(ζp)m = 1, m < nだとすると、n|pmとなるはずで、pが素数で、p ̸ |nから n|m
とならねばならないが、m < nだからそれはあり得ない

20命題 35の Frobenius写像の原理を使っていることに注意.
52



離多項式であることに矛盾する。よって f(ζp) = 0でなければならないとわ
かる。

Step 3: 次に、任意の 1の原始 n乗根 ζ ′ を考える。ζ ′ ∈ Un = ⟨ζ⟩だから、
ζ ′ = ζmなるm ∈ N − {0}が存在する。ζ ′が原始 n乗根だから、(m,n) = 1
も成り立つ。すると

m = pn1
1 · · · pnr

r (pi ̸ |n, i = 1, . . . , r)

の形に素因数分解される。すると ζ ′は ζを何回か素数べき乗して得られ、そ
の素数は Step 2で考えた p ̸ |n条件を満たす。すなわち、何回素数べきして
も必ず f の零点になっているような 1の原始 n乗根が得られる。よって ζ ′も
また f の零点になっている。

�

まとめ
• ζを 1の原始 n乗根とすると、Q(ζ)/Qは円分拡大と呼ばれるGalois拡大で
あり、Gal (Q(ζ)/Q) ∼= (Z/nZ)∗.

• φ(n) := ♯(Z/nZ)∗はEuler関数と呼ばれ、φ(n) = ♯{k |1 ≤ k < n, (k, n) = 1}
となる。

• φ(pn) = pn−1(p− 1)
• (m,n) = 1ならば φ(mn) = φ(m)φ(n)
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8. 巡回拡大

ここでは、Galois拡大の特殊な場合として、巡回拡大を考える。

定義 103 (巡回拡大). 有限次Galois拡大L/Kで、Galois群Gal (L/K)が有限巡回
群になるものを、巡回拡大と呼ぶ。

8.1. Hilbertの定理９０. 巡回拡大の構造を考えるにあたって、重要な役割を果た
すのが Hilbertの定理９０と呼ばれるものだが、この定理を示すためには有限拡大
体のノルムとトレースの概念を準備しておく必要がある。ノルムとトレースは、い
ずれも線形代数の概念を、線形空間としての拡大体に応用したものである。

8.1.1. 有限拡大体のノルム. 有限拡大体 L/K を考える。すなわち Lは有限次元K
ベクトル空間だが、a ∈ Lに対して

φa : L −→ L, x 7→ ax,

なる写像を考えるとK線形写像になる。実際、c ∈ K, x, y ∈ Lに対して

φa(x+ y) = a(x+ y) = ax+ ay = φa(x) + φa(y)

φa(cx) = a(cx) = c(ax) = cφa(x)

となるからである。K線形写像だから、LのK線形基底を適当に決めれば、φaは
K上の n× n行列（但し、n = [L : K] = dimK L）で表現できる。記号の節約のた
め、この行列も φaと表すことにする。

定義 104. L/K を有限次拡大とし、a ∈ Lに対して φa(x) = axなるK 線形写像
L→ Lを考える。このとき、NL/K(a) := detφaを L/Kのノルムと呼ぶ。

注意 105. 線形代数の理論により、ノルムはLのK基底の取り方には依存しないこ
とに注意しよう。実際、基底のとりかえは適当な n次正則行列A ∈ GLn(K)によっ
て表され、とり換えられた基底での表現行列はA−1φaAとなる。従って、そのノル
ムは det(A−1φaA) = det(A)−1 detφa det(A) = detφa となり、基底変換前のものと
同じになる。

注意 106. 行列 φaがどんなものかを見ておこう。n = [L : K]とし、LのK基底を
x1, . . . ,xnとすると、a =

∑
i=1 aixi (ai ∈ K)と表せて、さらに適当な αij ∈ K に

よって

φa(xj) =
n∑
i=1

αijxi

と書けるが、線形写像の行列表現の一般論により、φa = (αij)となる。そこでこの
αij を求めればよい。特に a = xkの場合、

φa(xj) = axj = xkxj =
n∑
i=1

ckji xi (j = 1, . . . , n)

なる ckji ∈ Kが存在する。つまり

φxk
= (ckji )ij =


ck11 ck21 · · · ckn1
ck22 ck22 · · · ckn2
...

...
...

cknn cknn · · · cknn
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φxj
(xi) = φxi

(xj) だから、c
kj
i = cjki (∀i, j, k)であることに注意する。すると、aが

一般の場合、

φa(xj) = axj = (
n∑
k=1

akxk)xj =
n∑
k=1

ak(
n∑
i=1

ckji xi) =
∑
i

(
∑
k

akc
kj
i )xi

となるから、
αij = a1c

1j
i + a2c

2j
i + · · ·+ anc

nj
i

となる。これは結局

φa = φ∑
i aixi

=
n∑
k=1

akφxk
=

n∑
k=1

ak


ck11 ck21 · · · ckn1
ck22 ck22 · · · ckn2
...

...
...

cknn cknn · · · cknn


ということに他ならない。特に、a ∈ Kの時は、a = ax1　 (実際、このとき x1 = 1
である）と思って良いので、

φa(xj) = axj =
n∑
i=1

αijxi

よって αij = aδij である。但し、δijはクロネッカーのデルタ。すなわち、a ∈ Kの
場合、φaは aEn (Enは n次単位行列）で表現される。

補題 107. [L : K] = nのとき、a ∈ KならばNL/K(a) = anである。

Proof. 注意 106の最後の考察により、a ∈ Kならば φaは aEnで表される（Enは n
次単位行列）。従ってNL/K(a) = det(aEn) = anとなる。 �

命題 108. 有限次拡大 L/K に対して、n = [L : K] = qr, r = [L : K]s :=
♯HomK(L,K)であるとし (命題 78参照)、HomK(L,K) = {σ1, . . . , σr}とおく。こ
のとき、

NL/K(a) =

(
n∏
i=1

σi(a)

)q

である。特に L/KがGalois拡大の場合はNL/K(a) =
∏

σ∈Gal (L/K) σ(a)となる。

Proof. 後半の L/KがGalois拡大の場合の主張は、定理 79(iii)より q = 1が、そし
て 定理 62(i) より HomK(L,K) = Gal (L/K)が従うので、前半から直ちに得られ
る。以下前半を示そう。n = [L : K]とし、a ∈ Lについての場合分けで考える。

(1) a ∈ K の場合: 補題 107より NL/K(a) = an であり、また、任意の σ ∈
HomK(L,K)に対して σ(a) = a であるから。(

∏r
i=1 σi(a))

q = (
∏r

i=1 a)
q =

arq = ar = NL/K(a) となる。
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(2) L = K(a)の場合: a ∈ Lの最小多項式を

f = Xn + c1X
n−1 + · · ·+ cn ∈ K[X]

とおく。これは

φa : L −→ L t 7−→ at (t ∈ L)

の最小多項式にもなっていることに注意する。実際、

f(φa)(t) = ((φa)
n + c1(φa)

n−1 + · · ·+ cnEn)(t)

= (an + c1a
n−1 + · · · cn)(t) = 0 (∀t ∈ L)

だから、f(φa) = On (n次零行列）となる。すると線形代数の一般論より
NL/K(a) = detφa = (−1)ncnである。ところが n = qr, r = [L : K]sだから、

f =

(
r∏
i=1

(X − σi(a))

)q

と因数分解する。何故ならば、命題 73により、f の相異なる解は σi(a), i =
1, . . . , r, だと分かり、正標数の場合は q > 1となるが、命題 78(i)より f の
全ての解は同じ重複度をもつからである。従って、(−1)ncn = (

∏r
i=1 σi(a))

q

である。よって、NL/K(a) =
(∏r

i=1 σ(a)
)qとなる。

(3) それ以外の場合: a ∈ Lとして、拡大体の列K ⊂ K(a) ⊂ Lを考える。K(a)
のK線形基底x1, . . . ,xsとLのK(a)線形基底y1, . . . ,yt をとる (s = [K(a) :
K], t = [L : K(a)]). すると {xiyj}ij は LのK 線形基底になる。従って、
axi ∈ K(a)を x1, . . . ,xs のK線形結合で表すことにより、φa|K(a)の表現行
列AをK上の s次正方行列としてとることができる。すると、φaは

φa =

 A 0
. . .

0 A


の形のK上の st次の正方行列で表すことができる21。すると

NL/K(a) = (detA)t = (NK(a)/K(a))
[L:K(a)] = NK(a)/K(a

[L:K(a)])

21まず、行列 φa の 1 ∼ s 列目の縦ベクトルは、φa(xky1) k = 1, . . . , s の像の {xiyj}ij によ
る線形結合であり、s + 1 ∼ 2s 行目の縦ベクトルは φa(xky2) k = 1, . . . , s の像の {xiyj}ij に
よる線形結合 etc.となっていることに注意しよう。すると例えば、φa 行列の 1列目の縦ベクトル a1,1

...
ast,1

は φa(x1y1) =
∑s

k=1 ak,1xky1 によって定義されている。φa(x1y1) = φa(x1)y1 だから、

結局 φa(x1) =
∑s

k=1 ak,1xk. すなわち、φs 行列の１列目は、上から s 行目までは A の１列目と

一致し、それより下は全て 0 となる。同様に、φa 行列の s + 1 列目の縦ベクトル

 a1,s+1

...
ast,s+1

 は
φa(x1y2) =

∑s
k=1 ak,1xky2 によって定義されており、上から s + 1行目から 2s行目までが Aの 1

列目と一致して、それ以外はすべて 0となる。
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となる。ただし、最後の等式はNL/K の定義から従う22。また、補題 107よ
りNL/K(a)(a) = a[L:K(a)]だから、結局

NL/K(a)

= NK(a)/K(NL/K(a)(a))

= NK(a)/K

 ∏
τ∈HomK(a)(L,K)

τ(a)

q1

(1)の場合の結果による。ただし、[L : K(a)] = q1[L : K(a)]s

=

 ∏
σ∈HomK(K(a),K)

σ

 ∏
τ∈HomK(a)(L,K)

τ(a)

q1q2

(2)の場合の結果による。ただし、[K(a) : K] = q2[K(a) : K]s.

さて、(
∏

τ∈HomK(a)(L,K) τ(a))
q1 = NL/K(a)(a) ∈ K(a)であるから、定理 50を

使って σ ∈ HomK(K(a), K)を HomK(K,K)の元 σ′に拡張しても計算結果
は変わらない。すると、

NL/K(a) =

 ∏
σ′∈HomK(K,K)

∏
τ∈HomK(a)(L,K)

(σ′ ◦ τ)(a))

q1q2

あとは、q1q2 = q, {σ′ ◦ τ | σ ∈ HomK(K(a), K), τ ∈ HomK(a)(L,L)} =

HomK(L,K) となることを言えばよい。[L : K(a)] = q1[L : K(a)]s, [K(a) :
K] = q2[K(a) : K]s だから、命題 76と命題 14 より

[L : K] = [L : K(a)][K(a) : K] = q1q2[L : K(a)]s[K(a) : K]s

= q1q2[L : K]s.

よって q = q1q2. また、σ′ ◦ τ はそれぞれ相異なる写像（実際 τ はK(a)の元
を固定し、σ′はK(a)の元を動かす相異なる準同型を動くから）ゆえ、その
個数は上の計算結果を使って

♯HomK(K(a), K)× ♯HomK(a)(L,K)

= [K(a) : K]s × [L : K(a)]s = [L : K]/q = [L : K]s

となる。従って {σ′ ◦ τ | · · · }の元だけでHomK(L,K)の元を全て尽くして
いる。

�
以下の結果は、ノルムはGalois群の作用で保存されることを主張する。

系 109. L/Kが有限次Galois拡大の時、任意の a ∈ Lと σ ∈ Gal (L/K)に対して
NL/K(a) = NL/K(σ(a)).

22つまり、det(An) = (detA)n という行列式の性質を使っている。
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Proof. 命題 108よりNL/K(a) =
∏

τ∈Gal (L/K) τ(a),またNL/K(σ(a)) =
∏

τ∈Gal (L/K) τ(σ(a)).

ここで、σ ∈ Gal (L/K)を固定して τ ∈ Gal (L/K)を動かすと、τ ◦ σはGal (L/K)
の元全てを動くことに注意すると、NL/K(a) = NL/K(σ(a))とわかる。 �

8.2. 指標の独立性.

定義 110 (指標). 任意の群Gと体K に対して、群の準同型写像 χ : G −→ K∗(:=
K − {0})のことをGのKに値を持つ指標と呼ぶ。

Hilbertの定理 90の証明のために、以下の「指標の独立性定理」を示す。

命題 111. χi : G −→ K∗ (i = 1, . . . , n)を群Gから体Kの乗法部分群K∗ への相異
なる群の準同型とし、c1, . . . , cn ∈ Kに対して写像

φc1,...,cn :=
∑
i=1

ciχi : G→ K g 7−→
∑
i=1

ciχi(g)

を考える。このとき、φc1,...,cn = 0となるための必要十分条件は、c1 = · · · = cn = 0
となることである。

Proof. 線形代数の用語を流用すれば、証明すべき結論は「χ1, . . . , χnはK上一次独
立」である。結論が成り立たないと仮定すると、φc1,...,cn = 0 であるが、ci ̸= 0とな
るような iが存在することになる。これも線形代数の用語を流用して、「χ1, . . . , χn
の間に非自明な線形関係式が成り立つ」と呼ぶことにしよう。
今、cj = 0なる部分は除外して、ci ̸= 0, i = 1, . . . ,m, (m ≤ n) と仮定してよい。

また、mは非自明な線形関係式成立する最小値であるようにとっておく。
さて、χ1 ̸= χ2だから、適当な g ∈ Gを選べば χ1(g) ̸= χ2(g)となる。また、

0 = φa1,...,an(gh) =
m∑
i=1

ciχi(gh) =
m∑
i=1

ciχi(g)χi(h) (∀h ∈ G)

だから、φgc1,...,cn :=
∑m

i=1 ciχi(g)χi : G −→ K はゼロ写像になる。そこで

0 = χ1(g)φc1,...,cn − φgc1,...,cn

=
m∑
i=1

aiχ1(g)χi −
n∑
i=1

aiχi(g)χi

=
m∑
i=2

ci(χ1(g)− χi(g))χi

を得るが、χ1(g) ̸= χ2(g), c2 ̸= 0だから、結局長さm− 1 よりも短い非自明な線形
関係式が作れたことになり、mの最小性に矛盾する。よって、χ1, . . . , χnはやはり
K上一次独立でなければならない。 �

8.3. Hilbertの定理９０（乗法版）. 以下はHilbert定理９０の乗法版と呼ばれるも
のであり、n次巡回拡大L/Kで nと char(K)が互いに素な場合の構造に深く関係す
る。
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定理 112 (Hilbert 90 (乗法版)). L/Kが巡回拡大とし、σ ∈ Gal (L/K)を生成元と
する：⟨σ⟩ = Gal (L/K). このとき、b ∈ Lに対して以下は同値

(i) NL/K(b) = 1
(ii) 適当な元 a ∈ L∗が存在して、b = a · σ(a)−1となる。

Proof. (ii) ⇒ (i)の証明：b = a · σ(a)−1だとする。この時、

(NL/K)|L∗ : L∗ −→ K∗ a 7→ NL/K(a)

は乗法群 L∗ と K∗ の間の準同型である。実際、c, d ∈ L∗ に対し、NL/K(c · d) =
detφc·d = det(φc ◦ φd) = detφc · detφd = NL/K(c) ·NL/K(d) となるからである。こ
のことを使うと、

NL/K(b) = NL/K(a · σ(a)−1) = NL/K(a) ·NL/K(σ(a))
−1

= NL/K(a) ·NL/K(a)
−1 系 109より

= 1

より (i)を得る。
(i) ⇒ (ii)の証明：NL/K(b) = 1なる b ∈ Lが存在すると仮定し、n = [L : K]と

おく。

φ := σ0 + b · σ1 + b · σ(b) · σ2 + · · ·+ b · σ(b) · · · · · σn−2(b) · σn−1

とおくと、φ : L∗ −→ Lなる写像と考えられるが、σ0 = 1, σ, σ2, . . . , σn−1は全て
相異なるL∗ → L∗なる準同型写像であり、σ0の係数は 1、つまり 0でないから、命
題 111により φは零写像ではなく、従って c ∈ L∗ で a := φ(c) ̸= 0なるものが存在
する。すると

b · σ(a) = b · σ(φ(c))
= b · (σ1(c) + σ(b) · σ2(c) + σ(b) · σ2(b) · σ3(c)

+ · · ·+ σ(b) · σ2(b) · · · · · σn−2(b) · σn−1(c)

+σ(b) · σ2(b) · · · · · σn−1(b) · σn(c))
= b · σ(c) + b · σ(b) · σ2(c) + b · σ(b) · σ2(b) · σ3(c)

+ · · ·+ b · σ(b) · σ2(b) · · · · · σn−2(b) · σn−1(c)

+ b · σ(b) · σ2(b) · · · · · σn−1(b) · σn(c).

ここで、上式下線部にあたる

(3) b · σ(b) · σ2(b) · · · · · σn−1(b) · σn(c) = c

であることが言えれば、上の式は= aとなり、b = a · σ(a)−1を得る。まず、σが巡
回群Gal (L/K)の生成元で n = [L : K] = ♯Gal (L/K)だから、σn(c) = cである。
また、命題 108より

b · σ(b) · σ2(b) · · · · · σn−1(b) = NL/K(b)

であり、これは仮定により= 1である。よって (3)が成り立つ。 �
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8.4. Hilbertの定理９０（加法版）. 乗法版のHilbertの定理９０では扱えない巡回
拡大、すなわち巡回次数 nが標数 char(K) = p > 0の倍数である場合はHilbertの定
理９０の加法版によって扱うことができる。乗法版のHilbertの定理９０ではノルム
関数NL/K : L −→ Kが重要な役割を果たしたが、加法版では以下に述べるトレー
ス関数TrL/K : L −→ Kがノルムに代わって使われる。以下ではHilbertの定理９０
と同様の方法で理論を構成してゆく。

定義 113 (トレース). 有限次拡大 L/Kを考える。任意の a ∈ Lに対して、写像

φa : L −→ L, x 7−→ ax,

をKベクトル空間としての Lの間の線形写像としてとらえる。このとき、φaの行
列表現を (aij)ij とする。このとき、TrL/K(a) := Trφa =

∑
i aiiを aのトレースと

呼ぶ。

補題 114. L/Kを有限次拡大体とし n = [L : K]とおく。このとき、a ∈ Kに対し
てTrL/K(a) = naである。

Proof. a ∈ Kならば、φaを行列表現すれば、φa = aEn (Enは n次単位行列）とな
るから、そのトレースは naとなる。 �

補題 115. char(K) = p > 0とし、L = K(α)/K が分離拡大でないとする。こ
のとき、適当な Z ∋ r > 0が存在して、αがK 上の最小多項式の pr 重根となり、
[L : K] = pr[L : K]s.

Proof. f ∈ K[X]をαの最小多項式とし、r > 0をf = g(Xpr)となるようなg ∈ K[X]
が存在する最大の整数とする。f がK上既約と仮定しているから、gもまたK上既
約。従って gは分離的多項式である。なぜならば、もし g = 0がKの中で重根を持つ
ならば、それは g = 0と g′ = 0の共通根だが、gが既約だから gはその重根の最小多
項式なので、より次数の低い g′ = 0の根ではありえないからである。このことから、
f(α) = g(αp

r
) = 0 ならば、それは f = 0の pr重根であり、HomK(L,K)は補題 73

により g = 0の根の個数となる。よって [L : K] = deg f = deg gp
r
= pr · deg g =

pr · ♯HomX(L,K) = pr · [L : K]sを得る。 �

命題 116. 有限次拡大 L/K に対して、n = [L : K] = qr, r = [L : K]s :=
♯HomK(L,K)であるとし、HomK(L,K) = {σ1, . . . , σr}とおく。このとき、a ∈ L
に対して

TrL/K(a) = q
r∑
i=1

σi(a).

また、L/Kが正標数 p > 0の体であり、分離拡大でなければ、q = pr (r > 0)の形
になり、従ってTrL/K は零関数となる。

Proof. 最後の主張、つまり qが pの冪になることは、L = K(a1, . . . , ak)、a1, . . . , ak
は非分離的元、として補題 115を繰り返し適用し、命題 14 と命題 76 を使えば得ら
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れる。以下は前半の証明を行うが、そこでは命題 108と同様の議論を行う。a ∈ L
についての場合分けで考える。

(1) a ∈ K の場合: 補題 114より TrL/K(a) = naであり、また、任意の σ ∈
HomK(L,K)に対して σ(a) = a であるから。q

∑r
i=1 σi(a) = qra = na =

TrL/K(a)を得る。
(2) L = K(a)の場合: a ∈ Lの最小多項式を

f = Xn + c1X
n−1 + · · ·+ cn ∈ K[X]

とおく。これは

φa : L −→ L t 7−→ at (t ∈ L)

の最小多項式にもなっていることに注意する。すると線形代数の一般論より
TrL/K(a) := Trφa = −c1 (解と係数の関係による)である。ところが n = qr,
r = [L : K]sであることより、

f =

(
r∏
i=1

(X − σi(a))

)q

と因数分解する。これより−c1 = q
∑r

i=1 σi(a)を得て、TrL/K(a) = q
∑r

i=1 σi(a)
を得る。

(3) それ以外の場合: a ∈ Lとして、拡大体の列K ⊂ K(a) ⊂ Lを考える。K(a)の
K線形基底x1, . . . ,xsとLのK(a)線形基底y1, . . . ,ytをとる (s = [K(a) : K],
t = [L : K(a)]). すると {xiyj}ij は LのK線形基底になる。従って、axiを
x1, . . . ,xs のK線形結合で表すことにより、(φa)|K(a)の表現行列AをK上
の s次正方行列としてとることができる。すると、φaは

φa =

 A 0
. . .

0 A



の形のK上の st次の正方行列で表すことができる。すると、t = [L : K(a)]
として

TrL/K(a) = t · Tr(A) = t · TrK(a)/K(a) = TrK(a)/K(ta)
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となる。ただし、最後の等式はTrL/Kの定義から従う。また、補題 114より
TrL/K(a)(a) = t · aだから、結局
TrL/K(a)

= TrK(a)/K(TrL/K(a)(a))

= TrK(a)/K

q1 ∑
τ∈HomK(a)(L,K)

τ(a)


(1)の場合の結果による。ただし、[L : K(a)] = q1[L : K(a)]s

= q2
∑

σ∈HomK(K(a),K)

σ

q1 ∑
τ∈HomK(a)(L,K)

τ(a)


(2)の場合の結果による。ただし、[K(a) : K] = q2[K(a) : K]s.

さて、qq
∑

τ∈HomK(a)(L,K) τ(a) = TrL/K(a)(a) ∈ K(a)であるから、定理 50を

使って σ ∈ HomK(K(a), K)を HomK(K,K)の元 σ′に拡張してもよい。す
ると、

TrL/K(a) = q1q2
∑

σ′,τ∈HomK(a)(L,K)

(σ ◦ τ)(a)

あとは、q1q2 = q, {σ′ ◦ τ | σ ∈ HomK(K(a), K), τ ∈ HomK(a)(L,L)} =

HomK(L,K) となることを言えばよい。これは、命題 108の証明と全く同じ
である。

�

系 117. L/Kを有限次Galois拡大とすると、任意の a ∈ L, σ ∈ Gal (L/K)に対し
てTrL/K(a) = TrL/K(σ(a)).

Proof. L/KがGalois拡大であることに注意すると、命題 116よりTrL/K(a) =
∑

τ∈Gal (L/K) τ(a).

同様にTrL/K(σ(a)) =
∑

τ∈Gal (L/K) τ(σ(a))であるが、σ ∈ Gal (L/K)だからσGal (L/K) =

Gal (L/K)、すなわち、τ がGal (L/K)全体を動くと、τ ◦ σもまたGal (L/K)の元
の全てを動く。従って、

TrL/K(a) =
∑

τ∈Gal (L/K)

τ(σ(a)) =
∑

τ∈Gal (L/K)

τ(a) = TrL/K(σ(a))

を得る。 �

命題 118. 有限代数拡大L/Kが分離拡大であるための必要十分条件は、トレース関
数TrK/L : L −→ Kが零関数ではなく、従って全射であることである。

Proof. L/K が分離拡大だとし、HomK(L,K) = {σ1, . . . , σr}とおくと、命題 116
より

TrL/K = σ1 + · · ·+ σr
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と書けるが、命題 111(指標の独立性)をG = L∗, n = r, ci = 1, χi = σiの場合に適
用すると、TrL/K は零関数ではないことがわかる。
逆に TrL/K が零関数でないとすると、L/K は分離拡大でなければならない。な

ぜならば、もし分理拡大でないとすると、標数零の体は完全体だから、L/Kは正標
数の体である。このとき、命題 116よりTrL/Kは零写像になってしまい、仮定に反
する。
尚、TrL/Kが零関数でなければ、補題 114よりTrL/K(a) = na(̸= 0) (a ∈ K−{0})

である。従って、n−1 ∈ K−{0}である。そこで、TrL/K(n−1a) = aとすれば、TrL/K
が全射であることがわかる。 �

以下は Hilbert定理９０の加法版と呼ばれるものであり、p次巡回拡大 L/K で
p = char(K) > 0の構造に深く関係する。

定理 119 (Hilbert 90 (加法版)). L/Kを有限次元巡回拡大とし、Gal (L/K)の生成
元を σとする。この時、b ∈ Lに対して、以下は同値。

(i) TrL/K(b) = 0
(ii) 適当な a ∈ Lによって b = a− σ(a).

Proof. (ii) ⇒ (i)の証明：b = a− σ(a)だとすると、

TrL/K(b)

= TrL/K(a− σ(a))

= TrL/K(a)− TrL/K(σ(a))

(行列のトレース trにおいて tr(A+B) = tr(A) + tr(B)が成り立つから)

= TrL/K(a)− TrL/K(a) (系 117による)

= 0.

(i) ⇒ (ii)の証明：b ∈ Lに対してTrL/K(b) = 0であるとし、n = [L : K]とおく。
L/K はGalois拡大だから分離拡大になっていて、従って命題 118よりトレース関
数TrL/K : L −→ Kは零関数ではない。よってTrL/K(c) ̸= 0となるような c ∈ Lが
存在する。さて、a ∈ Lを以下のように定義する (両辺をTrL/K(c)( ̸= 0) で割れば a
が得られることに注意）。

a · TrL/K(c)
= b · σ(c) + (b+ σ(b)) · σ2(c) + · · ·+ (b+ σ(b) + · · ·+ σn−2(b)) · σn−1(c).

この a ∈ Lによって、b = a− σ(a)となる。実際、上式両辺に σを適用して、

σ(a) · TrL/K(c) = σ(b) · σ2(c) + (σ(b) + σ2(b)) · σ3(c) +

· · ·+ (σ(b) + σ2(b) + · · ·+ σn−1(b)) · σn(c).
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ここで、TrL/K(c) ∈ Kだから、σ(TrL/K(c)) = TrL/K(c)となることに注意。従って、

(a− σ(a)) · TrL/K(c)

=

(
b · σ(c) + (b+ σ(b)) · σ2(c) + (b+ σ(b) + σ2(b)) · σ3(c)+
· · ·+ (b+ σ(b) + · · ·+ σn−2(b)) · σn−1(c)

)

−

 σ(b) · σ2(c) + (σ(b) + σ2(b)) · σ3(c)+
· · ·+ (σ(b) + σ2(b) + · · ·+ σn−2(b)) · σn−1(c)
+(σ(b) + σ2(b) + · · ·+ σn−1(b)) · σn(c).


= b · (σ(c) + σ2(c) + σ3(c) + · · ·+ σn−1(c))

−(σ(b) + σ2(b) + · · ·+ σn−1(b)) · σn(c).

となるが、さらに、仮定 (i)と命題 116より

(0 =)TrL/K(b) = b+ σ(b) + · · ·+ σn−1(b)

さらに
TrL/K(c) = c+ σ(c) + · · ·+ σn−1(c)

を使うと、

(a− σ(a)) · TrL/K(c)
= b · (TrL/K(c)− c) + b · σn(c)
= b · TrL/K(c) (Gal (L/K) = ⟨σ⟩は n次巡回群だから σn = 1)

を得る。ここでTrL/K(c) ̸= 0だから、b = a− σ(a)となる。 �

8.5. n次巡回拡大の構成 (char(K) ̸ |nの場合). 体Kが１の原始 n乗根を含む場合、
n次の巡回拡大は次のように構成される。

命題 120. 拡大体 L/K と n ∈ N − {0}で char(K) ̸ |nなるものを考える。このと
き、L/K が n次の巡回拡大ならば、L = K(a)で、a ∈ LのK 上の最小多項式は
Xn − c ∈ K[X]の形をしている。

Proof. (n, char(K)) = 1だから、1の原始n乗根 ζ ∈ Kが存在する。L/Kをn次の巡
回拡大だとすると、補題 107によりNL/K(ζ

−1) = ζ−n = 1 となるから、Hilbertの定
理９０により適当な元a ∈ L∗が存在してσ(a) = ζaとなる。ここで ⟨σ⟩ = Gal (L/K)
とする。そこで

σi(a) = ζ ia, (i = 0, . . . , n− 1)

となり、これらは互いに相異なる。a ∈ LのK上の最小多項式fを考えると、Gal (L/K)
の元は一般に aを f の a以外の元に移すのだから、このことは f の根が少なくとも
n個は存在することを意味する。従って、

[K(a) : K] ≥ n.
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また、K(a) ⊂ L, [L : K] = nだから、n = [L : K] ≥ [K(a) : K] ≥ n より、結局
L = K(a)で、上の σi(a), i = 0, . . . , n− 1が、aの最小多項式の解の全てである。こ
こで

σ(an) = σ(a)n = ζnan = an

となって、anはGal (L/K)によって固定されるから、an ∈ K. 従って、f = Xn− c,
c := anとなる。 �
注意 121. 命題 120の逆、すなわち「1の原始 n乗根を含む体Kに対し、Xn − c ∈
K[X]が既約多項式ならば、その零点 a ∈ Kによる拡大L := K(a)/Kは n次巡回拡
大である」も成立するが、証明は省略。

8.6. 巡回拡大の構成 (Artin-Schreier拡大). 以下の定理は正標数の拡大体におい
て基本的である。

定理 122 (Artin-Schreier). charK = p > 0とし、L/Kを拡大体とする。このとき
(i) L/Kが p次巡回拡大ならば、適当な c ∈ KによるXp −X − c ∈ K[X]を最
小多項式とする a ∈ Lによって L = K(a)となる。

(ii) 逆に、Xp −X − c ∈ K[X]の零点 a ∈ LによってL = K(a)となっているな
らば、L/Kは巡回拡大であり、特にXp−X− cがK[X]の中で既約ならば p
次巡回拡大であるが、既約でなければ１次式の積の分解し、L = Kとなる。

Proof. (i)の証明: L/Kが次数pの巡回拡大とし、Gal (L/K) = ⟨σ⟩とする。補題 114

より、任意の c ∈ Kに対してTrL/K(c) = pc = 0. 特に c = −1をとれば、Hilbertの
定理 90の加法版 (定理 119)より、σ(a)− a = 1 となるような a ∈ Lが存在する。す
ると

σi(a) = a+ i, i = 0, . . . , p− 1

となる。σ0(a) = a, σ1(a) = a + 1, . . . , σp−1(a) = a + p− 1は互いに相異なるから、
aのK 上の最小多項式は少なくとも p次以上である。すなわち、[K(a) : K] ≥ p.
従って

p = [L : K] = [L : K(a)][K(a) : K] ≥ p

より、L = K(a)でなければならないことがわかる。さらに、

σ(ap − a) = σ(a)p − σ(a) = (a+ 1)p − (a+ 1) = ap − a

だから、c := ap− a ∈ Kであり、aはXp−X − cの零点である。a ∈ LのK上の最
小多項式は p次以上だったから、Xp −X − cが実は aの最小多項式になっている。

(ii)の証明：L = K(a) かつ、a ∈ Lは f = Xp −X − c ∈ K[X]の零点であるとす
る。ここで

a, a+ 1, . . . , a+ p− 1 ∈ L

が f の全ての零点であること、すなわち a+ i, (i = 0, . . . , p− 1), が f の零点である
ことを iに関する数学的帰納法で示そう。i = 0の場合は仮定により成り立つ。i > 0
の場合は、

f(a+ i+ 1) = (a+ i+ 1)p − (a+ i+ 1)− c

= (a+ i)p − (a+ i)− c+ 1p − 1 = f(a+ i)

= 0 (帰納法の仮定により f(a+ i) = 0だから)
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となる。ここで f の零点の１つでもKに含まれていれば、それ以外の元との差はN
の要素分でしかないから、それらも全てKに含まれてしまう。したがって fはK上
の１次式の積の形に完全に分解されるかのどちらかである。また、以上の議論によ
り、f は分離多項式であり、Lは f の分解体でK上のGalois拡大であることもわか
る。特に f が１次式に完全に分解されるのでL = Kであり、これは自明な巡回拡大
（１次の巡回拡大）である。次に、f のいずれの零点もK に含まれない場合を考え
る。このとき、f がK上既約になることを示そう。もしそうでないとすると、a+ i
(i = 0, . . . , p− 1) が f の零点であることから、

f =

p−1∏
i=0

(X − a− i) = gh (g, h ∈ K[X]−K)

の形に分解する。ここで deg g = d(> 0)だとする。すると、gはX − a− i, (0 ≤ i ≤
p− 1)の一次因子のうちのいずれかの d個の積になっているから、gにおけるXd−1

の係数は、
−da+ j (0 ≤ j ≤ p− 1)

の形をしている。特に jの範囲を上のように考えて良いのは、標数が pであるから
である。0 < d < p = deg f だから p ̸ |d となり、dは（標数 pの体である）Kの中で
零にはならない。従って、−da + j ∈ Kより a ∈ Kが従い、a + i, (0 ≤ i ≤ p− 1)
のいずれもKに含まれないという仮定に反する。よって f はK上既約でなければ
ならないことが分かった。この場合もやはり、Lは既約な分離多項式 f の分解体に
なっているから、L/K は p(= deg f)次のGalois拡大であることがわかる。そこで
補題 49により σ ∈ Gal (L/K)として σ(a) = a+ 1なるものを選ぶことができるが、
σの位数は pなので、σで生成される巡回部分群だけでGal (L/K)全体を占めてい
る。つまり L/Kは p次巡回拡大である。 �

まとめ
• char(K) = p, (n, p) = 1の場合、Kの n次巡回拡大 L/KはXn − c ∈ K[X]
の形の最小多項式を持つ a ∈ K による単純拡大 L = K(a)に限られる。

• char(K) = p > 0の時、Kの p次巡回拡大 L/KはXn −X − c ∈ K[X]の最
小多項式を持つ a ∈ K による単純拡大 L = K(a)に限られる。
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9. 有限体とその代数拡大

体Kには乗法が定義されているが、だからと言ってKは乗法群ではない。実際、
0 ∈ Kは乗法単位元 (つまり 1)ではないにもかかわらず、逆元 1/0が存在しないか
らである。しかし、Kから 0を除いた集合K − {0}は一般に乗法群になる。この乗
法群のことをK∗と書く（文献によってはK×と書くことも少なくない）。

命題 123. K を体とし、K∗の任意の有限乗法群H ⊂ K は巡回群である。特にK
が有限体ならば、K∗は巡回群である。

Proof. ♯H < ∞ゆえ、位数 (order)が最大の元 a ∈ Hをとることができる。その元
の位数をm := ord(a)として、Hm := {b ∈ H | ord(b)はmの約数 } とする。この
とき

Claim 1: これはHの部分群である

Claim 1の証明. Kは可換体だから、乗法群K∗はアーベル群であることに注意する。
さて、a, b ∈ Hmとし、ℓ := lcm(ord(a), ord(b))とすると ℓ = ℓ1 · ord(a) = ℓ2 · ord(b)
なる ℓ1, ℓ2 ∈ Nが存在して、(a · b)ℓ = aℓ · bℓ = (aord(a))ℓ1 · (bord(b))ℓ2 = 1となるか
ら、ord(a · b)は ℓの約数23. また、mは ord(a), ord(b)の公倍数だから、(それらの
最初公倍数である)ℓの倍数。よって ord(a · b)はmの約数となり、a · b ∈ Hmを得
る。また 1 = bord(b) = b · bord(b)−1 = bord(b)−1 · bだから b−1 = bord(b)−1 であるが、
(b−1)ord(b) = (bord(b))ord(b)−1 = 1だから、ord(b−1)は ord(b)の約数。よってmの約数
となるから、b−1 ∈ Hmとなる。以上により、a, b ∈ Hmに対して a · b−1 ∈ Hmを得
るから、HmはHの部分群である。 �
Hmの要素は全てXm − 1の零点だから、♯(Hm) ≤ mである。いっぽう、Claim 1

よりHmは群だから、a ∈ Hのべきは全てHに含まれる。すなわち、aで生成され
る巡回部分群が ⟨a⟩ ⊂ Hm となる。そしでm = ord(a)だから ♯⟨a⟩ = mとなる。つ
まり不等式

m = ♯⟨a⟩ ≤ ♯(Hm) ≤ m

が成り立つから、結局Hm = ⟨a⟩ でなければならない。さらに以下のClaim 2によっ
てHは巡回群であることがわかる。

Claim 2: H = Hmである。

Claim 2の証明. 実際、H ∋ b /∈ Hmなる bが存在したとすると、n := ord(b) ̸ |m. す
ると ord(a · b) = lcm(n,m) > mとなってしまい24、m = ord(a)を最大にとったこと
に矛盾する。よって、上のような b ∈ Hは存在せず、H = Hmとなる。 �

23ここで ℓ = ord(a · b)となるとは限らない。例えば、ord(c) = 12だとし、a := c2, b := c4 とす
ると、ord(a) = 6, ord(b) = 3で ℓ = 6である。しかるに a · b = c6 だから ord(a · b) = 2となる。

24ord(a · b)は lcm(n,m)の約数であるが、もし k := ord(a · b) < lcm(n,m)となるとすれば、それ
は ak と bk が互いに逆元になっている場合である。すなわち、ある c ∈ K があって、それによって
a = cs, b = ct, k(s+ t) = ord(c), N ∋ s, t < mとなっている場合に限られる。今 aが最大位数の元
と仮定しているから、gcd(s,m) = 1かつ ord(c) = ord(a) = mでなければならない（gcd(s,m) > 1

ならば、ord(a) < ord(c)となってしまう）。よって ord(b) = ord(ct) = ord(c)
gcd(t,ord(c)) , すなわちmの約
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�

有限体の構造については、次の定理が基本的である。

定理 124. 任意の素数 pと n ∈ N − {0}に対し、拡大体 Fq/Fp, ♯Fq = q = pn が
存在し、Xq − X = 0の Fp 上の分解体として同型を除いて一意的である。また、
char(K) = p > 0 なる任意の有限体Kは、いずれかの Fqに同型である。

Proof. f = Xq − X とおく。 df
dX

= pnXpn−1 − 1 = −1だから、f は分離的多項式。
したがって f は適当な代数的閉包 Fpの中でちょうど q個の（重複のない）零点をも
つ。ここで a, b ∈ Fq を f の相異なる２つの零点とすると、命題 35より

(a± b)q = aq ± bq = a± b

だから、a± bもまた f の零点である。さらに b ̸= 0だとすると

(ab−1)q = aq(bq)−1 = ab−1

だから、結局 f の Fqにおける零点集合は、体になっている。特に、これはXq −X
の分解体である。よって Fqの存在と分解体としての一意性は言えた。
次に、Kが char(K) = p > 0なる任意の有限体だとすると、Kは Fp上の有限次

元ベクトル空間だから、
K ∼= (Fp ⊕ · · · ⊕ Fp)︸ ︷︷ ︸

dimFp K

となる。従って ♯K = pn =: q, (n := dimFp K). 命題 123よりK∗は位数 q − 1の巡
回群であり、Xq−1 − 1の零点集合。従って、K はXq −X = 0の零点集合である。
つまり、Kは Fp上Xq −X = 0の分解体で ♯(K) = q = pnである。

�

標数 0の体は完全体だったが (定理 69)、正標数の体も有限体の場合は完全体とな
る。

定理 125. 有限体の有限次代数拡大は Galois拡大である。特に有限体は完全体で
ある。

Proof. Fを有限体とし、K/Fを任意の有限次代数拡大とする。KはF上の有限次元
ベクトル空間だから、有限体である。よってK = Fq, q = pn, の形に書けるので、K
は分離多項式Xq − X = 0の分解体に他ならない。従ってK/FはGalois拡大にな
る。 �

命題 126. 有限体の有限次代数拡大は巡回拡大である。

数となり、b ∈ Hmとなってしまう。これは bのとりかたに反する。よって ord(a · b) = lcm(n,m)で
なければならない。
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Proof. 有限体K := Fqの有限次拡大 L := Fq′ を考え、[Fq′ : Fq] = nとする。この
とき、定理 125より L/K はガロア拡大であり、♯Gal (Fq′/Fq) = nである。また、
q = pr とおけば、q′ = qn = prnとなる。ただし、char(K) = char(L) = p > 0と
する。
さて、ここで Frobenius写像

σ : L −→ L, a 7−→ ap

を考える。K∗は位数 q − 1 = pr − 1の巡回群（命題 123）、すなわち任意の a ∈ K∗

に対して ap
r−1 = 1. よって特に任意の a ∈ Kに対して

σr(a) = ap
r

= a (ただし、σr = σ ◦ · · · ◦ σ︸ ︷︷ ︸
r

)

が成り立つ。すなわち、σrはKの元を固定するので、σr ∈ Gal (L/K)となる。ま
た、有限体 L = Fpnr はXpnr − X = 0の根だから、任意の a ∈ Lに対して ap

nr
=

a, すなわち、σnr = 1である。したがって σr の位数は ≤ n となる。ここでもし、
ord(σr) < nだとすると、e := ord(σ) < rnとなり、全ての a ∈ Lが σe(a) = a, すな
わちXpe −X = 0の根となってしまう。つまり、♯L = pe < pnr = q′ = ♯L. これは矛
盾である。よって、ord(σr) = nでなければならない。すると ⟨σ⟩ ⊂ Gal (L/K) で
n = ♯⟨σ⟩ ≤ ♯Gal (L/K) = n だから、結局Gal (L/K) = ⟨σ⟩でなければならない。
つまり L/Kは巡回拡大。 �

まとめ
• 有限体Kに対してK∗は巡回群。
• 任意の有限体KはXq −X, (q = pn, n ∈ N = {0}, char(K) = p > 0)の分解
体であり、q = pn個の要素を持つ。

• 有限体の有限次代数拡大はすべて巡回拡大で、そのGalois群はFrobenius写
像で生成される。特に、有限体は完全体である。
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10. 代数方程式論への応用

この章で示す結果は、正標数でも同様のことが示せるが、議論を簡単にするため
に、下では体は全て標数 0であると仮定する。従って、ここで考える任意の体Kは、
素体としてQを含み（Q ⊂ K）、代数拡大は全て分離拡大になることに注意。

10.1. 方程式の可解性. ４次以下の代数方程式に「根の公式」が存在するということ
は、それらの方程式が以下に定義する意味で「代数的に解ける」ということである。

定義 127 (代数的に解ける). 代数方程式

Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an−1X + an = 0 (ai ∈ C)

が代数的に解けるとは、方程式の根が、係数 a1, . . . , anと有理数を使った四則演算
とべき根 ( m

√
−, m ≥ 2)演算を使って表せることを言う。

このことを代数拡大の理論から見れば、次の概念でとらえることができる。

定義 128 (べき根による拡大). 有限次代数拡大 L/K が、べき根による拡大である
とは、体の列

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kr = E

で各Ki (i ≥ 1)はKi−1( ni
√
ai)の形で得られるものが存在し、L ⊂ Eとなっている

場合をいう。特別な場合として E = Lとなる場合も当然含む。ただし、ai ∈ Ki−1

で、Xni − ai ∈ Ki−1[X]は既約であるとする。

２つの定義を見比べれば、以下のことが直ちに従う。

命題 129. 代数方程式

f := Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an−1X + an = 0 (ai ∈ C)

の根を x1, . . . , xn ∈ Cとし、拡大体K := Q(a1, . . . , an) ⊂ L := K(x1, . . . , xn)を考
える。このとき、以下は同値：

(1) f = 0が代数的に解ける。
(2) L/Kはべき根による拡大。

例 130. ２次方程式

X2 + aX + b = 0 (a, b ∈ C)

を考えると、その根はK := Q(a, b)のべき根による拡大体

L = K

(
−a+

√
a2 − 4b

2
,
−a−

√
a2 − 4b

2

)
= K(

√
a2 − 4b)

に含まれる。

例 131. ３次方程式

X3 + pX + q = 0 (p, q ∈ C)
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を考えると、その根はK := Q(p, q)のべき根による拡大体

K ⊂ K1 := K(ζ) = K(
√
−3)

⊂ K2 := K1

(√
p3

27
+
q2

4

)

⊂ K3 := K2

 3

√
−q
2
+

√
p3

27
+
q2

4


⊂ K4 := K3

 3

√
−q
2
−
√
p3

27
+
q2

4


に含まれる。ここで ζ = −1+

√
−3

2
は 1の原始 3乗根。実際、解 x1, x2, x3は

x1 =
3

√
−q
2
+

√
p3

27
+
q2

4
+

3

√
−q
2
−
√
p3

27
+
q2

4

x2 = ζ2
3

√
−q
2
+

√
p3

27
+
q2

4
+ ζ

3

√
−q
2
−
√
p3

27
+
q2

4

x3 = ζ
3

√
−q
2
+

√
p3

27
+
q2

4
+ ζ2

3

√
−q
2
−
√
p3

27
+
q2

4

であることが知られている。

例 132. 4次方程式

X4 + pX2 + qX + r = 0 (p, q, r ∈ C)

の解は、まずは３次方程式

Z3 − 2pZ2 + (p2 − 4r)Z + q2 = 0

の解を含むようなK := Q(p, q, r)のべき根による拡大

K ⊂ · · · ⊂ K4

を考え（例 131参照）、z1, z2, z3 ∈ K4を上の３次方程式の解とすると、

K ⊂ · · · ⊂ K3 ⊂ K4 := K3(
√
−z1) ⊂ K5 := K4(

√
−z2) ⊂ K6 := K5(

√
−z3)
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の中に４次方程式の解 x1, x2, x3, x4が含まれる。実際、

x1 =
1

2
(
√
−z1 +

√
−z2 +

√
−z3)

x2 =
1

2
(
√
−z1 −

√
−z2 −

√
−z3)

x3 =
1

2
(−

√
−z1 +

√
−z2 −

√
−z3)

x4 =
1

2
(−

√
−z1 −

√
−z2 +

√
−z3)

であることが知られている。

10.2. ５次以上の代数方程式の非可解性. 前節では代数方程式が代数的に解けること
を、べき根による代数拡大として特徴づけた。ここでは、べき根による代数拡大を
群論的に特徴づける。これによって、５次以上の代数方程式に「解の公式」が存在
しないことを、群論を使って証明することができるようになる。

定義 133. 群Gが可解群であるとは、

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}
なる部分群の列で、Gi+1 ▹ Gi (i = 0, . . . , n − 1) かつ、剰余群Gi+1/Giがアーベル
群である場合をいう。

定義 134 (可解拡大). 有限次拡大L/Kが可解拡大であるとは、適当な有限次Galois
拡大E/Kが存在して、E ⊃ Lかつガロア群Gal (E/K)が可解群となる場合をいう。

定理 135. 有限次拡大L/Kがべき根による拡大であることと、可解拡大であること
は、同値である。

この定理の証明は次節以降に回し、まずは重要な応用を述べよう。

系 136. 5次以上の代数方程式の解の公式は存在しない。すなわち、方程式の解を、
係数（と有理数）の四則演算とべき根演算で書き表す一般的な公式は作れない。

Proof. n次方程式

f = Xn + a1X
n−1 + · · ·+ an−1X + an = 0 (ai ∈ C)

の解は代数学の基本定理により、重根も含めて n個ある。それを x1, . . . , xn ∈ Cと
置き、拡大体K := Q(a1, . . . , an) ⊂ L := K(x1, . . . , xn)を考える。
今、f がK[X]の元として既約としてよい（そうでなければ因数分解して、より

低次の方程式に帰着されてしまう）。すると char(K) = 0だから f は分離多項式で、
x1, . . . , xnはすべて相異なる。すると L/Kは有限次Galois拡大である。
そこでガロア群Gal (L/K)はx1, . . . , xnの置換だからn次対称群Snの部分群（に

同型）である。ありとあらゆる n次方程式を考えると、ちょうどGal (L/K) = Sn

となるような方程式も存在する（次の命題 137参照））。
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方程式の解の公式をつくろうと思えば、このような方程式にも対応できなければ
ならない。しかるに、Sn (n ≥ 5)は可解群にならないことが群論で知られている。
よって定理 135 により、そのような方程式は代数的には解けない。したがって、方
程式を代数的に解くための一般的な公式は存在しえない。 �
以下は、一般多項式と呼ばれるものの存在を示している。

命題 137. 任意の n ∈ N−{0}に対して、適当な拡大体K/Qと既約分離 n次多項式
f ∈ K[X]が存在して、そのKにおける解を x1, . . . , xnとしてL := K(x1, . . . , xn)を
すると、L/KはGalois拡大になり、Gal (L/K) ∼= Snとなる。

Proof. まず、x1, . . . , xn ∈ Cで、任意の零でないQ係数の多項式 h(X1, . . . , Xn)に
対して、h(x1, . . . , xn) ̸= 0となるようなものが存在する25。これは次のように示され
る：Q上代数的なCの中の元に、その最小多項式の係数を対応させると、代数的な
元の個数は高々♯Qの可算無限倍だから、結局、可算無限個しかない。しかるに ♯Cは
可算無限個よりも大きいから、Q上代数的でない元は無限個存在する。その１つを
x1 ∈ Cとする。Q(x1)/Qは純超越拡大だから、Q(x1)の元は x1を変数とみなした時
のQ[x1]の元の分数の形。ここで ♯Q[x1]は可算無限個だから、♯Q(x1)も可無限個。
次にQ(x1)上代数的な元を考えると、それは上と同じ議論により高々可算無限個だか
ら、やはりQ(x1)上超越的な元 x2 ∈ Cがとれる。同様にして、xiをQ(x1, . . . , xi−1)
上超越的な元として選んでいけば、上の条件を満たすような x1, . . . , xn ∈ Cが選
べる。
そこでXについての多項式

f = (X − x1)(X − x2) · · · (X − xn)

= Xn − s1X
n−1 + · · ·+ (−1)kskX

n−k + · · ·+ (−1)nsn

を考える。ここで skは k次基本対称式と呼ばれるもので、

s1 = x1 + · · ·+ xn
...

sk =
∏

i1<...<ik

xi1 · · · xik

...

sn = x1 · · · xn
である。x1, . . . , xnの選び方から、これらは相異なる変数と考えてよいから、skは変
数 x1, . . . , xnに関する k次の単項式と思ってよい。さて、K := Q(s1, . . . , sn) ⊂ L :=
K(x1, . . . , xn)なる拡大体を考える。すると f ∈ K[X]で、Lは分離多項式 f のK上
の分解体になっているから、Galois拡大である。また、fはK上既約多項式である。
何故なら、もし既約でなければ、f = gh, なる１次以上の多項式 g, h ∈ K[X]が存在
することになるが、この時、必要ならば xiの添え字を付け替えて g = (X−x1)(X−
−x2) · · · (X−xk) (k < n)としてよい。しかし、このときg = Xk−(x1+· · ·+xk)Xk−1+
· · ·+ (−1)kx1 · · · xk で、例えば s′1 := x1 + · · ·+ xk ∈ K = Q(x1 + · · ·+ xn, s2, · · · sn)

25これを x1, . . . , xn は Q上代数的独立であると言う。
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でなければならない。しかし s′1は {xi}に関する１次式で、Kの中に {xi}の１次式
はx1+ · · ·+xk+ · · ·+xnしかない。そして {xi}の取り方から、次数の高い sj (j ≥ 2)
とQをいくら組み合わせても x1 + · · ·+ xkを表すことはできないからである。よっ
て f ∈ K[X]は既約と分かった。
すると任意の 1 ≤ i < j ≤ nに対して、σ(xi) = xj となる σ ∈ Gal (L/K)が存在

するから、結局Gal (L/K)は x1, . . . , xnの並べ替え操作の全てを含んでいる。つま
りSn ⊂ Gal (L/K)と考えることができる。また、一般にGal (L/K) ⊂ Snだから、
結局Gal (L/K) = Snとなる。 �

注意 138. ５次以上の代数方程式には、「（代数的にとくための）一般的解の公式が
つくれない」のであって、「５次以上の全ての代数方程式は代数的には解けない」わ
けではない。実際、特殊な方程式については代数的に解くことができる。たとえば、
X6 − 1 = (X − 1)(X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1)に注意すると、5次方程式

X5 +X4 +X3 +X2 +X + 1 = 0

の根は、原始 6乗根 ζ = 1+
√
−3

2
で生成された巡回群から ζ6 = 1を除いたものであ

る。つまり、根はべき根による拡大

Q ⊂ Q(ζ) = Q(
√
−3)

の元になっていし、方程式の係数に四則演算とべき演算をほどこしたもので書き表
すことができる。

10.3. 群論からの準備. この節では、定理 135を証明するために、特に可解群の扱い
について、いくつかの群論の結果を準備しておく。

命題 139. Gを有限可解群とする。このとき、部分群列

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}
で、i = 0, . . . , n− 1に対してGi ◃ Gi+1かつGi/Gi+1は素数位数の巡回群となるも
のが存在する。

Proof. まず、Gが可解群であることから、

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}

で、i = 0, . . . , n − 1に対してGi ◃ Gi+1かつGi/Gi+1がアーベル群であるような部
分群列が存在する。ここでGは有限群だから、各Gi/Gi+1は有限アーベル群。これ
がもし素数位数の巡回群でなければ、単位元ではない任意の元 a ∈ Gi/Gi+1 をとり、
適当な ℓ ∈ Nによって b := aℓ をとれば、bは素数位数になる（例えば、ord(a) = pq,
pは素数, とすれば、ℓ = qとすればよい）。そこで巡回部分群 ⟨b⟩ ⊂ Gi/Gi+1 の、自
然準同型

φ : Gi −→ Gi/Gi+1

による逆像をHとすれば

Gi ⊃ H ⊃ Gi+1, (Gi ̸= H ̸= Gi+1)
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となる。ここでGi ◃ Hである。実際、Gi/Gi+1はアーベル群だから、Gi/Gi+1 ◃ ⟨b⟩
であり、その φによる逆像であるH も (Gi/Gi+1 の逆像である)Giの正規部分群で
あり、短完全列

1 → Kerφ −→ H
φ|H−→ ⟨b⟩ → 1

にて、Kerφ = H ∩Gi+1 = Gi+1だから、群の準同型定理により

H/Gi+1
∼= ⟨b⟩

が成り立つ。つまりH/Gi+1は巡回群である。さらに、Gi ◃ Gi+1で、Gi ⊃ Hだか
ら、H ◃ Gi+1が成り立つ。また、

Gi/Gi+1 −→ Gi/H

なる自然全射が存在し、Gi/Gi+1がアーベル群だから、Gi/Hもまたアーベル群でな
ければならない。以上のことから、

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gi ⊃ H ⊃ Gi+1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}

を新しい部分群列とできる。ここでH/Gi+1が素数位数の巡回群に代わっているこ
とに注意。同様の操作をして、Gi ⊃ Gi+1を

Gi ⊃ H0 ⊃ H1 ⊃ · · · ⊃ Hk ⊃ Gi+1

なる部分群列に細分化して、Gi ◃ H0, Hj ◃ Hi+1, (i = 0, . . . , k − 1), Hk ◃ Gi+1,
Gi/H0, Hj/Hj+1, (j = 0, . . . , k − 1), Hk/Gi+1が全て素数位数の巡回群となるように
できる。この操作を繰り返せば、所期の部分群列を構成することができる。 �

可解群を扱う際には、次の概念が便利である。

定義 140 (交換子と交換子群). 群Gと a, b ∈ Gに対して [a, b] := aba−1b−1を a, bの
交換子と呼び、

[G,G] = ⟨[a, b] | a, b ∈ G⟩ (交換子全体で生成された群)

をGの交換子群と呼ぶ。

注意 141. ここで、[G,G] = {[a, b] | a, b ∈ G} (交換子の集合）ではないことに注
意する。実際、一般に２つの交換子の積が再び交換子になるとは限らない。つまり、
任意の a, b, c, d ∈ Gに対して、上手に e, f ∈ Gを選べば、

[a, b] · [c, d] = aba−1b−1cdc−1d−1

= efe−1f−1

とすることができるかというと、必ずしもそうではない。

交換子群はアーベル群とは限らない群からアーベル群をつくるための便利なツー
ルである。以下の結果の証明で鍵となるのは、次の単純な事実である：

[a, b] = 1 ⇐⇒ ab = ba.

つまり、交換子は２つの要素の（非）可換性を測る尺度の役割を果たす。
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命題 142. 群Gに対して、[G,G] ▹Gであり、剰余群G/[G,G]はアーベル群である。
さらに、任意の正規部分群H ▹ Gに対してG/H がアーベル群ならば、[G,G] ⊂ H
である。

Proof. [G,G]は、その定義からそもそもGの部分群であるから、[G,G] ▹ Gを示す
ためには、任意の g ∈ Gに対して g−1[G,G]g ⊂ [G,G]であること、すなわち、任意
の a, b, g ∈ Gに対して、g−1[a, b]g ∈ [G,G]であることを示せばよい。実際、

g−1[a, b]g = g−1aba−1b−1g

= (g−1ag)(g−1ag)(g−1bg)(g−1a−1g)(g−1b−1g)

= [g−1ag, g−1bg]

となっているから、それは成り立つ。次にG/[G,G]がアーベル群であることを示そ
う。自然全射準同型

π : G −→ G/[G,G] (g 7−→ g := π(g))

を考えると、G/[G,G]の任意の２つの元は g, h (g, h ∈ G)の形に掛けるが、その交
換子をとると

[g, h] = ghg−1h
−1

= π(g)π(h)π(g)−1π(h)−1

= π(ghg−1h−1) (πは準同型写像だから)

= 1 (πの核Ker π = [G,G]だから)

これより、直ちに gh = hg となり、任意の２つの要素の積が可換であるとわかる。
よってG/[G,G]はアーベル群。
最後に、正規部分群H ▹Gに対してG/Hがアーベル群であるとする。この時、上

と同様に自然全射準同型G −→ G/H, g 7→ gを考えると、任意の g, h ∈ Gに対して
gh = hg、すなわち [g, h] = 1. 従って、[g, h] ⊂ Hである。よって [G,G] ⊂ Hとな
る。 �
交換子群の構成を繰り返し適用することによって、高次交換子群が得られる。

定義 143 (高次交換子群). 群Gに対して、i次交換子群 DiG (i = 0, 1, . . .)を以下
のように定義する：

D0G := G, Di+1G = [DiG,DiG]

命題 144. 群Gが可解群であることの必要十分条件は、DnG = {1}となるような
n ∈ Nが存在することである。

Proof. Gが可解群だとすると、

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}
なる部分群の列で、i = 0, 1, . . . , n− 1に対して、Gi+1 ▹Gi かつ、Gi/Gi+1がアーベ
ル群であるものが存在する。このとき、

(4) DiG ⊂ Gi (i = 0, . . . , n)
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であることが示せれば、特に i = nとすれば DnG = {1}が従う。そこで (4)を
i ∈ Nに関する数学的帰納法で示そう。まず、i = 0の場合はD0G = G ⊂ Gだから
DiG ⊂ Giは成り立っている。また、i < nなるある iに対して (4)が成り立ってい
たとすると、仮定よりGi/Gi+1がアーベル群だから、命題 142 より

{1} = [Gi/Gi+1, Gi/Gi+1] (= [Gi, Gi]/Gi+1)

となるから、[Gi, Gi] ⊂ Gi+1を得る。従って

Di+1G := [DiG,DiG] ⊂ [Gi, Gi] ⊂ Gi+1

が成り立つ。よって帰納法により、全ての iについてDiG ⊃ Gi であることが示せた。
逆に、適当な n ∈ Nに対してDnG = {1}であると仮定して、Gが可解群である

ことを示そう。部分群の列

G = D0G ⊃ D1G ⊃ · · · ⊃ DnG = {1}
を考える。命題 142より、これがGが可解群であることを示す部分群列になってい
る。よってGは可解群である。 �
可解群という性質が部分群や剰余群にどう反映するかを示すのが、以下の結果で

ある。

命題 145. 群とその部分群H ⊂ Gを考える。このとき、Gが可解群ならば、H も
また可解群である。また、H ▹ Gのとき、Gが可解であることと、H とG/H が可
解であることは同値である。

Proof. 部分群H ⊂ Gに対して、DiH ⊂ DiGだから、命題 144 よりGが可解なら
ばHも可解になることは、直ちにわかる。26

次にH ▹ Gであるとする。このとき、剰余群G/N への自然全射準同型

π : G −→ G/H

を考える。今、H とG/H がともに可解群だと仮定すると、命題 144よりDkH =
Dj(G/H) = {1}となるような i, j ∈ Nが存在するが、一般にDmG = {1}ならば、
DnG = {1} (n ≥ m)だから、n = max{i, j}として

DnH = Dn(G/H) = {1}
26より直接的には以下のようにも示せる。Gが可解群ならば、

G = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}

なる部分群列が存在し、全ての iに対して Gi+1 ▹ Gi かつ Gi/Gi+1 がアーベル群である。そこで部
分群H ⊂ Gとの交わりをとると

H = H ∩G = H ∩G0 ⊃ H ∩G1 ⊃ · · · ⊃ H ∩Gn = {1}

なる部分群列が作れるが、これが全ての iに対し、H ∩Gi+1 ▹H ∩Gi かつH ∩Gi/H ∩Gi+1がアー
ベル群であればよい。これには、次のことを示せば十分である：N,K,H がある群の部分群だとす
る。このとき、

(1) N ▹K ならば、H ∩N ▹ N ∩K
(2) K/N がアーベル群なら、(H ∩K)/(H ∩N)もアーベル群である。

しかし、これは容易に証明できる。
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と考えてよい。すると

Claim: π(DnG) = Dn(G/H) = {1}

Claimの証明. DnGの生成元は [a, b], (a, b ∈ Dn−1(G))の形である。すると πによる
像は

π([a, b]) = π(aba−1b−1)

= π(a)π(b)π(a)−1π(b)−1 = [π(a), π(b)]

∈ [Dn−1(G)/H,Dn−1(G)/H] = [Dn−1(G/H), Dn−1(G/H)]

= Dn(G/H).

となり、これは上の結果により= {1}. �

従って、DnG ⊂ Ker π = H. これを使ってさらに交換子をつくるとDn(DnG) ⊂
DnH = {1}となり、Dn(DnG) = D2nGである。よって

D2nG = {1}

とわかり、命題 144より、Gは可解である。 �

10.4. 定理 135の証明. まず、証明の鍵となる次の補題を示す。

補題 146. L/Kを有限次拡大とし、F/Kを任意の拡大とする。F の中に適当なK
準同型をつかってLを埋め込んでおく、このとき、L/Kが可解ならば、FL/F も可
解である。

ここでFLはFにLの元すべてを付け加えてえられる拡大体を表す。FL = F (L) =
L(F )と書いてもよい。

Proof. L/K が可解とする。このとき Lを拡大して L/K が有限時 Galois拡大と思
ってよい。ここで L = K(a1, . . . , an) の形で書けるから、F ⊃ K に注意すれば
FL = F (a1, . . . , an)となり、これは F の有限次 Galois拡大になる。そこで任意の
σ ∈ Gal (FL/F )を考えると、これF の元を固定するから勿論K(⊂ F )の元も固定す
る。よってσ|L ∈ HomK(L,K)となるが、L/Kは正規拡大だから、σ|L ∈ AutK(L) =
Gal (L/K)となる。すなわち制限写像

Gal (FL/F ) −→ Gal (L/K)

が得られるが、これは単射である。なぜなら、σ ∈ Gal (FL/F ) に対して σ|L = 1だ
とすると、σ|Lは Lの元を全て固定する。また σは元々F の元を全て固定したのだ
から、結局 σは FLの元全てを固定する。すなわち σ = 1となるからである。よっ
て Gal (FL/F ) ⊂ Gal (L/K)となるが、Gal (L/K)は可解群だから、命題 145より
Gal (FL/F )も可解群となる。 �

以下の結果は、可解拡大やべき根による拡大を繰り返せば、再び可解拡大やべき
根による拡大が得られることを主張する。

78



補題 147. 拡大体K ⊂ L ⊂ M において、L/K, M/Lがいずれもべき根による有
限次拡大 (or 可解拡大) ならば、M/Kもべき根による有限次拡大 (or 可解拡大)で
ある。

Proof. べき根による有限次拡大の場合は定義より明らかであり、例 132の考察でも
既に使っていることに注意する。そこで以下では可解拡大の場合を示す。L/K,M/L
がいずれも可解拡大の場合、まず、

Claim 1: L/K, M/LがいずれもGalois拡大だと仮定してもよい

Claim 1の証明. L/Kが可解拡大だから、定義により、Lの有限次拡大体L′でL′/K
が可解なGalois拡大になるものが存在する。すると、M/Lが可解拡大であること
から、補題 146よりML′/L′ も可解である。従ってML′のM における有限次拡大
M ′/ML′でM ′/L′が可解なGalois拡大になっているものがとれる。このとき、M ′/K
が可解であることが示せれば、M/Kの可解性がわかる。L′にとりかえて、最初か
らM/L, L/KがGalois可解拡大であると思ってよい。 �
さて、系 80よりM/Kは分離的である。しかし正規とは限らないので、正規閉包

M ′をとる。それは
M ′ :=

∏
σ∈HomK(M,M)

σ(M)

として得られる27。ここでM/K は有限拡大なので、M ′/K も有限拡大である（命
題 65)。char(K) = 0なので、M ′/Kは分離的。従ってM ′/Kは有限次Galois拡大に
なる。いまL/KはGalois拡大と仮定していたので、σ(L) = L, ∀σ ∈ HomK(M,M).
よって σ(M)/LはM/Lと同型なGalois拡大である。そこで

Claim 2: Gal (M ′/K)は可解である

が言えれば、M/Kの可解性が言えたことになる。

Claim 2の証明. 次のような完全列を考える：

0 −→ Gal (M ′/L) −→ Gal (M ′/K)
φ−→ Gal (L/K) −→ 0

ここで φは制限写像である。仮定より Gal (L/K)は可解。さらに Gal (M ′/L)も
可解であることが言えれば、命題 145よりGal (M ′/K)も可解とわかる。ところが
M ′ =

∏
σ σ(M)だったから、制限写像Gal (M ′/L) ∋ ξ 7→ ξ|σ(M) ∋ Gal (σ(M)/L)

を使って
Gal (M ′/L)

Ψ−→
∏

σ∈HomK(M,M)

Gal (σ(M)/L)

なる写像を考える。Gal (σ(M)/L) ∼= Gal (σ(M)/σ(L)) ∼= Gal (M/L)は可解ゆ
え、その直積である

∏
σ Gal (σ(M)/L) もまた可解。そこで、もし Ψが単射であ

27ただし、ここで
∏

i Ki, (ただしKiは体)、は、直積ではなく、体の合成K1 ·K2 · · · の意味であ
る。{Ki}が２つの要素だけの場合はK1 ×K2 = K1 ·K2 = K1(K2) のことである。
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ることが示せれば、可解群の部分群ということでGal (M ′/L)も可解とわかる（命
題 145）。実際、KerΨは σ(M)のいずれに制限しても自明な自己同型写像になる。
従ってM ′ =

∏
σ σ(M)の上でも自明である。すなわちKerΨは自明となり、Ψは単

射である。 �
�

さて、定理 135の証明に移ろう。
• L/Kが可解拡大なら L/Kがべき根による拡大になる

Proof. [L : K]を因数分解したときに現れる素数をすべてかけ合わせたも
のをmとし、F をK に 1の原始m乗根 ζ を付け加えた単純拡大とする:　
F = K(ζ). 勿論 F/Kはべき根による拡大である、さらに

K ⊂ F ⊂ FL := L(ζ)

という拡大の列もできる。ここでもし FL/F もべき根による拡大であるこ
とが示せれば、補題 147によりL(ζ)/Kがべき根による拡大になり、従って
L/K もべき根による拡大になる。そこで、FL/F がべき根による拡大であ
ることを示そう。
今、仮定よりL/Kが可解拡大だから、FL/F , すなわちL(ζ)/K(ζ)もまた

可解拡大である。実際、
φ Gal (L(ζ)/K(ζ)) −→ Gal (L/K)

σ 7→ σ|L
なる制限写像を考えると、これは群の準同型であり、さらに単射でもある。
実際、σ|L = idであることは σ(x) = x (∀x ∈ L)を意味し、さらに σ ∈
Gal (L(ζ)/K(ζ))だから σ(ζ) = ζ. 従って σ(x) = x (∀x ∈ L(ζ))となって、
結局 σ = id. 以上のことから、Kerφ = {1}となり、φは単射である。する
と、この単射により Gal (L(ζ)/K(ζ)) ⊂ Gal (L/K)と考えることができ、
Gal (L/K) は仮定より可解群だから、命題 145よりGal (L(ζ)/K(ζ))も可解
となる。
そこで次のような部分群の列が存在する。

Gal (FL/F ) = G0 ⊃ G1 ⊃ · · · ⊃ Gn = {1}
Gi+1 ▹ Gi, Gi/Gi+1はアーベル群 (i = 0, . . . , n − 1). さらに、命題 139より
Gi/Gi+1は全て素数位数の巡回群と考えることができる。すると、Galoisの
基本定理 91により、上の部分群列に対応する中間体の列

F = F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fn = FL

で、Fi+1/Fi (i = 0, . . . , n− 1)が素数次の巡回拡大になっているものが存在
する。そこで、[Fi+1 : Fi] = piとおく。命題 120より、Fi+1は Fiに適当な
Xpi−a ∈ Fi[X] (a ∈ Fi)の根を付け加えたものである28。したがって、FL/F
はべき根による拡大で、L ⊂ LF だから L/K もまたべき根による拡大とな
る。 �

• L/Kがべき根による拡大なら L/Kが可解拡大になる
28ここで巡回拡大を作るために必要な 1の原始 pi乗根は、最初に選んだ ζ のべきとして得られる

ことに注意。
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Proof. L/Kがべき根による拡大だとすると、拡大体の列

K = K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn

で、L ⊂ Kn,　かつ、i = 0, . . . , n− 1に対してKi+1 = Ki(ai), ただし、aiは
Xni − ci ∈ Ki[X] なる形の式の零点 (ai = 1の場合、つまり 1の原始根の場
合も含む）なるものが存在する。可解拡大の定義から、Kn = Lと仮定して
証明しても差し支えない。また、各Ki+1/Kiが可解であることが示せれば、
補題 147によりKn/Kも可解とわかるから、結局、次のことを証明すれば十
分である：

主張：「L = K(a), a ∈ LはXn − c ∈ K[X]の零点、とする。このとき
L/Kは可解拡大である」

c = 1の場合、すなわち円分拡大の場合、命題 99によりL/KはGalois拡
大でGalois群Gal (L/K)はアーベル群、したがって可解群だから、L/Kは
可解拡大とわかる。そこで以下では c ̸= 1の場合を考える。Kが 1の原始 n
乗根を含んでいれば、命題 120によりL/Kは巡回拡大になり、従ってL/K
は可解拡大になる。もしKが 1の原始 n乗根 ζを含んでいなければ、それを
Kに添加した拡大体 F = K(ζ)/Kをつくり、拡大体の列

K ⊂ F = K(ζ) ⊂ FL = F (a)

を考える。このとき、FL/F は命題 120により巡回拡大。また、F/Kは命
題 99によりアーベル群をGalois群に持つGalois拡大である。すなわち、い
ずれも可解拡大であり、従ってFL/Kは可解拡大、特にL/Kも可解となる。

�
この資料を作成するにあたっては、以下の書籍を参考にした。
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